第 一 章 ”集合 导 映 射 
习 题 1.1 集合 


1. 证 明 由 ”个 元 素 组 成 的 集合 T={a，a。w，…，a, } 有 2 个 子 集 。 
解 ”由 K 个 元 素 组 成 的 子 集 的 个 数 为 ck，y cx =d+D"=2"。 
K=0 


2. 证 明 : 

() 任意 无 限 集 必 包 合 一 个 可 列子 集 ; 

(2) 设 4 与 B 都 是 可 列 集 ， 证 明 AUB 也 是 可 列 集 。 
证 (1) 设 7 是 一 个 无 限 集 , 先 取 am sT。 由 于 7 是 无 限 集 , 必 存 在 <sT， 
qz#*a。 再 由 7 是 无 限 集 ， 必 存在 o sT，a *a，oz*awo。 这 样 的 过 
程 可 以 无 限 进行 下 去 ， 于 是 得 到 可 列 集 s = foa pa ScT。 


(2) 设 A= fa aa 及 = 志 ，D 则 AUB 可 表示 为 


AUB = fa Da DayDo 
3. 指出 下 列表 述 中 的 错误 : 
(GD) {0=C 
(2) acf{fabc} ; 
(3) {ab}jsftabicl ; 
(4) {abfabj}={fabj。 
解 〈1) {t9 是 由 元 素 0 构 成 的 集合 ， 不 是 至 集 。 


(2) a 是 集合 {ab,c} 的 元 素 ， 应 表述 为 use{fabcl。 


(3) fa 引 是 集合 {abc) 的 子 集 ， 应 表述 为 fb 直 jc {awbicj}。 
4) {fapfa 归 是 由 ab 和 {tapl} 为 元 素 构 成 的 集合 ， 所 以 
twbtawbj2 topbj， 但 {apfapNjzftapbjs 
4. 用 集合 符号 表示 下 列 数 集 : 
GD 满足 区 > <0 的 锯 数 全 体 ; 
(2) 平面 上 第 一 象限 的 点 的 全 体 ; 
(3) 大 于 0 并 且 小 于 1 的 有 理 数 全 体 ; 
(4) 方程 snxcotx=0 的 实数 解 全 体 。 
解 〈1) 


人 
(2) {(x 人 |x>0 且 y>0}。 


天 | < 


(3) f|0<x<1 且 xsQj。 
(4) | xx=z+Ekez 


5. 证 明 下 列 集 合 等 式 : 

( 4AnGBUD=(CAnB)UCOAmD) ， 

(2) (4UB)c = AcmBc。 
证 (1) 设 xsan(BUD)， 则 xs4A， 并 且 或 者 xsB， 或 者 xseD。 于 是 
或 者 xs4AnB， 或 者 xsAnD， 即 xs(AanBUCAnD， 因 此 

An(BUD)c(anB)UCAnD) ; 

设 xse(AnBIUCAnD)， 则 或 者 xseAnB， 或 者 xeAnD。 于 是 xseA， 
并 且 或 者 xseB， 或 者 xeD， 即 xs4aAn(BUD)， 因 此 


AmGBUD)D2(AmB)IUCAmD)。 


(2) 设 xs(AUB)5， 则 xsaUB， 即 xsA 且 xsB ， 于 是 xeA4cmnBc， 
此 
(AUB)CcAcnmnB5 
设 xs4AcnBc， 则 xsa 且 xsB， 即 xsaUB， 于 是 xs(AUB)5， 因 此 
(AUB)5AcmnB5。 
6. 举例 说 明 集合 运算 不 满足 消去 律 : 
(D) AUB=AUC :> B=C 
(2) AnB=A4nc :=#> B=C。 
其 中 符号 ” =#> ”表示 左边 的 命题 不 能 推出 右边 的 命题 。 
解 (1) 设 4A=f@bac B=fcd c=fcd 则 4AUB=AUc, 但 Bx*co。 
(2) 设 4A=fbac，B=fcdej c=fcdj 则 4AnB=AaAnc， 但 Bz*cCo。 


7 下 述 命题 是 否 正 确 ?不 正确 的 话 ， 请 改正 。 


(人 TD) xEAnB 全 xEA 并且 xEB 
(2) xEAUB 仿 xEA 或 者 xEB。 

解 (1) 不 正确 。xsAnB 一 xEA 或 者 xEB。 
(2) 不 正确 。xEAUB 他 xEA 并 且 xEB。 


习 题 1.2 映射 与 本 数 


1. 设 s={to,pyjT={tabc， 问 有 多 少 种 可 能 的 映射 f :S 一 T? 其 中 
哪些 是 双 射 ? 
解 有 33 =27 种 可 能 的 映射 ， 其 中 有 3L= 6 种 是 双 射 ， 它 们 是 
2&XhHF>a 2&XHF>a 2&XhHF>D 2XH>pD CQ H>C CHF>C 
三 OFp， fiOhc rc Oha fiOha riOh>pbo 
7 FF>C 7 FF>D 7 FF>a 7 FF>C 7 FF>D 7 F>a 
2. (上 ) 建立 区 间 [ra 5 与 [0 1 之 间 的 一 一 对 应 ; 
(2) 建立 区 间 (0, 1) 与 (-+oo) 之 间 的 一 一 对 应 。 


解 (1) f:[a 菇 一 [0d] 


X 一 Qa 。 
》 
六 一 aq 


(2) F :(00 人 > (-oo,+oo) 


XH>》y 三 


xFy> tan(x 一 xz = -cot(zxo 
3. 将 下 列 函 数 六 和 9 构成 复合 画 数 ， 并 指出 定义 域 与 值 域 : 
() y= DO=logu，u=gO0O=x 一 3; 
(2) y= fanD = arcsinu，u=g0O=e” 
(3) y= f(O=\ue -1u=g0oO=secx ; 
X 一 工 


(4) y= fo = Vuu=g00= 一 一 。 


X 十 1 


解 (1) y=logu(x2 -3)， 定 义 域 : [um-vVSjUNa+oj， 值 域 : Coo+ro) ; 


(2) y=arcsin3x， 定 义 域 : Co]， 值 域 : [3 
个 本 glir-zkz+ 李 值 域 : [ooo) ; 
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) 7 ， 定 义 域 : Cu_DUEsaj， 值 域 : ouUdae。 
4. 指出 下 列 酚 数 是 由 哪些 基本 初等 酚 数 复合 而 成 的 : 


(1) y = arcsin 


工 工 3 
: 2) y= 二 log， (x-1Do。 
本 (2) y 3 g。( ) 


解 〈1) y = arcsinu ， v=X“+1 


w\v 
(2) y = 了， u=log v，v=x2-1。 
5. 求 下 列 范 数 的 目 然 定义 域 导 值 域 : 
(1) y=log,sinx (a>1) ; 
(2) y= Vcosx ; 
(3) y=V4-3x-x2 ; 
(0 y=x+ 记 。 


解 〈1) 定义 域 : UL(2krCK+Dz)， 值 域 : 0] ; 


(2) 定义 域 : 虽 2xr- 于 2kz+ |， 值 域 : [od] ; 
(G) 定义 域 : [ 匀 ， 值 域 :03 | ; 


(4) 定义 域 : CmojUlosmj， 值 域 : 台 ， 中 


6. 问 下 列 画 数 / 和 9 是 否 等 同 ? 
(D) FoO=log(x)，9gC00= 2logox ， 
(2) Fo = seczx-tan2x，g(x)=1 
(3) Fo = sin2x+cos2x,g(x)=1o 


解 〈1) 本 数 /和 9 不 等 同 ; 


2) 数 和 9 不 等 同 ; 
3) 范 数 和 9 等同。 


7. (1) 设 F(x+3)=2x3 一 3x? +5x-1, 求 F(x) ， 


C) 设 号 


3X 十 工 


解 (1) 令 x+3=t， 则 x=t-3， 代 入 等 式 ， 得 到 


FID=2t-3)3-3(t-3) +5t-3)-1=206-212+77[ 一 97 


所 以 foo =2x3-21x2+77x-97 ; 


(2) 合 - 一 =b 则 x= -一 ， 代 和 人 等 式 ， 得 到 


[一 工 
3 1 
| ee 
/全 
一 一 十 工 
8. 设 100 = 让 <, 求 记 六 


ff of ,ff of of 的 本 数 表达 式 。 
解 (1) 1 foo = X+L . 


0 ) 


人 


9. 


证 明 : 人 
个 奇 本 数 之 和 。 
证 显然 9 冯 是 是 偶 本 数 ， 


5 数 年 一 


三 (x) 寺 忆 是 奇 丁 数 ， 而 
[2 1 0 9。 


10， 人 系 y= fo 的 分 段 表 示 ， 其 中 


4A=(03)，B=(-0，C=(32)，D=(40)。 


-4x+3  xe|oj] 
解 yy = 7 xel(L3| 。 


-2x+8  xel(3,4] 


< 


(了 1) 


1.2.8 1.2.9 


11. 设 fo 表示 图 1.2.8 中 阴影 部 分 面积 ， 写 出 范 数 y= fo，xes[0, 2] 
的 表达 式 。 


下 XEl0,1 
es RE 
2 
12. 一 玻璃 杯 装 有 汞 、 水 、 煤 油 三 种 液体 ， 比 重 分 别 为 13.6，1，0.8 
克 二 厘米 (图 1.2.9)， 上 层 煤 油 液体 高 度 为 5 厘米 , 中 层 水 液体 高 度 
为 4 厘米 ， 下 层 未 液体 高 度 为 2 厘米 ， 试 求 压 强 P 与 液体 深度 x 之 间 
的 函数 关系 。 


78.4x xe|0.5] 
解 PCO=498x-98 xe(59] 。 
1332.8x-11211.2 xe(9,11] 


13. 试 求 定 义 在 [0, 1] 上 的 函数 ， 它 是 [0, 1] 与 [0 1] 之 间 的 一 一 对 应 ， 


但 在 [0, 1] 的 任 一 子 区 间 上 都 不 是 单调 函数 。 


X x 为 有 理 数 
解 100- 人 x x 为 无 理 数 ” 


第 二 和 草 ”数列 极限 


1 (D) 证 明 V6 不 是 有 理 数 ; 
(2) v3 +v2 是 不 是 有 理 数 ? 
证 (1) 反 证 法 。 若 V6 是 有 理 数 , 则 可 罕 成 既 约 分 数 V6 = 一 。 由 m2 = 6n2， 
可 知 mm 是 偶数 ， 设 m=2K ， 于 是 有 3m = 2K2， 从 而 得 到 "是 偶数 ， 这 年 
-是 妓 约 分 数 矛 盾 。 
加 \3+w2 不 是 有 理 数 。 若 3 + vV2 是 有 理 数 ， 则 可 写成 既 约 分 数 


V3+A\2 对， 于 是 3+2V6+2- 西 -， ,6- -三 即 V6 是 有 理 数 ， 年 


(LU) 的 结论 矛盾 。 
2. 求 下列 数 集 的 最 大 数 、 最 小 数 ， 或 证 明 它 们 不 存在 : 
A={xIx>0}+ ， 


B-|ado<x< 反 | ， 


c- 忆 |mnsNe##Bn< 串 。 
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解 minA=0 ; 因为 xsA， 有 x+les4A，x+l>x， 所 以 maxA 不 存在 。 
maxB=sin=1 ; 因为 YxsB， ace|0 2 | 使 得 x= Sin C ， 于 是 有 


sin5 忆 ， sin5 < X ) 所 以 min B 不 存在 。 


记 区 环 训 汕 世 各 未 存 蔡 ， 国 海 闻 E 区 ， 清 ”ecC， 人 
1 1 十 
二 | ， 志 以 maxcCc 与 minC 都 不 存在 。 
mm+l 7m 7m+l 
3，A, B 是 两 个 有 界 集 ， 证 明 : 
(ID) 4AUB 是 有 界 集 ; 


(2) S={x+ylxs4AysB 也 是 有 界 集 。 


证 〈1) 设 YxsA， 有 必 <M，vxsB， 有 <M ， 则 vxs4AUB， 有 

岂 <maxf ,Ma 

(2) 设 Yxs4, 有 <Mi，vxsB, 有 风 <M2， 则 YxsSs, 有 <Mi+M2。 

4. 设 数 集 s 有 上 界 ， 则 数 集 7 = {xl|-xss} 有 下 界 ， 且 supS=-infT。 

证 “” 设 数 集 s 的 上 确 界 为 sps ， 则 对 任意 xsT=fxl-xss}， 有 

-x<sups, 即 x>-supSs ;同时 对 任意 s>0, 存在 yss, 使 得 y>sups-s， 

于 是 -ysT， 且 -y<-sups+e。 所 以 -sups 为 集合 T 的 下 确 界 ， 即 

infT =-supS。 

5. 证 明 有 界 数 集 的 上 、 下 确 界 唯一 。 

证 ” 设 sups 既 等 于 A， 又 等 于 B， 且 4A<B。 取 s= 一 人 >0， 因为 B 为 

集合 s 的 上 确 界 , 所 以 存在 xseSs, 使 得 x>B-s>A, 这 与 A 为 集合 s 的 

上 确 界 矛盾 ， 所 以 A=B， 即 有 界 数 集 的 上 确 界 唯一 。 同 理 可 证 有 界 

数 集 的 下 确 界 唯一 。 

6. 对 任何 非 衬 数 集 s， 必 有 sups>infs 。 当 sups=infs 时 ， 数 集 s 有 什 
么 特点 ? 

解 ”对 于 任意 的 xses， 有 infs<x<sups， 所 以 sups>infs 。 妆 


supS=infs 时 ， 数 集 s 是 由 一 个 实数 构成 的 集合 。 
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7. 证 明 非 到 有 下 界 的 数 集 必 有 下 确 界 。 
证 ”参考 定理 2.1.1 的 证 明 。 
8. 设 s=f 岂 xsQ 并 且 x <3， 证 明 : 

(D) s 没有 最 大 数 年 最 小 数 ; 

C2) s 在 Q 内 没有 上 确 界 导 下 确 界 。 


2 
证 (1) vss， 工 >0， 则 3 <3， 卫 <2。 取 有 理 数 " > 0 充分 小 ， 
忆 局 忆 忆 
2 消 力 2 几 
使 得 P+4r<3-| 3 ,于 是 | 了 -3 rt+3ar<| 3 +r2+4r<3， 
忆 忆 忆 忆 忆 


即 %+rss， 所 以 $ 没 有 最 大 数 。 同 理 可 证 没有 最 小 数 。 


(2) 反 证 法 。 设 5 在 Q 内 有 上 确 界 ， 记 sps = 一 (mnesN+ 且 mn 互 
质 )， 则 显然 有 0< 一 < 2。 由 于 有 理 数 平方 不 能 等 于 3， 所 以 只 有 两 种 


可 能 : 


四 站 <3 , 由 (1) 可 知 存在 充分 小 的 有 理 数 r > 0, 使 得 9 二 
这 说 明 一 +reS， 年 sapS= 一 矛盾 ) 


2 释 
下 自 >3， 取 有 理 数 / > 0 充分 小 ， 使 得 和-m<( _3， 于 是 
1 1 


2 2 2 
[7 -人 2] -2rrm> 人 7 _4j+r2>3， 这 说 明 工 -也 是 s 的 上 
1 1 1 1 71 


界 ， 年 supS = 一 矛盾 。 所 以 $S 没 有 上 确 界 。 
同 理 可 证 s 没 有 下 确 界 。 


习 题 2.2 数列 极限 


1. 按 定义 证 明 下 列 数 列 是 无 穷 小 量 : 


0 | 二 中: DO TCD 

Ts at 

日 | 人 9 全 | 

0 裔 | 人 


证 (1l) ve(0<s<2)， 取 N= 引 当 m> N 时 ， 成 立 0<- <<es 
刀 


(2) ve(0<e<D， 取 N-| 多 | 当 n> N 时 ， 成 立 
lg0.99 


lge 
lg0.99 区 


(3) ve(0<e<2)， 取 m -| ?| 当 m > N 时 ， 成 立 -< 
G 刀 G 


当 n> N 时 ， 成 立 5 3 ; 则 当 m > N = max{N,N;} 孙 


"| <eEo 
(4) ve(0<s<D0， 取 N= 上 当 nmn>N 时 ， 成 立 
1+2+…+n Pn+l 1 
0 < = 一 本 < 一 <2o 
P 27 7 
间 
全 到 条 卫 
3"” (+27 2C 8mn-Don-2) mn 


取 = ax 当 n> N 时 ， 成 立 0< 生 < 上 <e。 
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m 一 9 1 一 9 
(6) 当 n>5， 有 3 < 加 站 <3 人 。 于 是 ve(0<s<3)， 取 
MI 有 2 2 


2 
划 订 YI[^ > 一 一 37 1 人 
Rs 二 下 | 当 n> N 时 ， 成 立 0< 寺 <3 .人 <Eo 
5 7 色 


(7) 记 对 的 整数 部 分 为 m， 则 有 站 <[ 站] 。 ve(0<s<D， 取 


N=2 | 网 ， 当 nmn> N 时 ， 有 m> 全 -1> -人 ， 于 是 成 立 
lg 一 lc 二 
8 


《8) 首先 有 不 等 式 0<-- 二 


1 1 
一 … 十 (-] 一 < 一 VE(0<E<1 
PnPn+l PPn+2 人 27 mm“ 4 )， 


取 = 四 当 n> N 时 ， 成 立 0<- 


1 
二 罗 乓 四 :5 二 9 
2. 按 定义 证 明 下 述 极限 : 
.2n2-1 2 . Mn2+n 
站 人 
3) lim (CVm = 了 (4 lmg%3n+2=1 ， 
n+APn 


厂 一 >o0 


(5) lim x, =1, 其 中 x =1 n 是 偶数 ， 


证 (1) ve>0， 取 = 亏 | 当 n>N 时 ， 成 立 


2n2 -1 2 


7 1 
3n2+2 3| 


反 反 
3 人 mi +2) 7 


(C) ve>0， 取 -=- 攻 -| 当 n> 六 时 ， 成 立 


mn +D_ 1] - ] 四 ] 区 
这 O 〇 
7 Vn2+n+Pm 2 


(3) ve>0， 取 = 民 -| 当 n> 时， 成 立 


mr m) 中- < <Eo 
4 2(n2+n+mD2 Sn 


(4) 他 9%3n+2=1+a， 则 ao >0，3n+2=(L+a)>1+C?a2z。 当 mn>3 时 ， 


有 am, < 2 ， 所 以 ve>0， 取 = 局 | 当 n> N 时 ， 成 也 
na-D An 


&3n+2 -= am 二 


vVn 


2 


($) ve(0<e<D， 取 N=max| 2 上 下 当 n> N 时 ， 藻 ”是 偶数 ， 


则 成 立 |x =-]= 有 ; 看 "是 奇数 ， 则 成 芯 |x =-]|= <。 


3. 举例 说 明 下 列 关 于 无 穷 小 量 的 定义 是 不 正确 的 : 
() 对 任意 给 定 的 es>0， 存 在 Y， 使 当 n> X 时 成 立 x <s ; 
(2) 对 任意 给 定 的 se> 0， 存 在 无 穷 多 个 x, ,使 | x | <s 。 
解 (1 例如 xm = ， 则 人 满足 条 件 ， 但 不 是 无 穷 小 量 。 


1 是 奇数 


n 是 偶数 ” 


2) 例如 x =11 则 ee,} 证 足 条 件 ， 但 不 是 无 穷 小 量 。 


4. 设 k 是 一 正 整 数 ， 证 明 : lim xn =a 的 充 分 必要 条 件 是 lim xn =ao 
证 设 limx =a， 则 ve>0，3N，vn>N， 成 也 jx -qd<<， 于 是 也 成 
了 jx-dl<es， 所 以 lim xy =a 


设 lm xx =a， 则 ve>0，3aN'，vn>N， 成 立 |xx-q<s， 取 


N=NT+K， 则 vn> N ， 成 立 jx -dl<<， 所 以 lim x, =ao 


2. 议 lim xn 一 lim xn =Q， 证 明 : lim x, = ao 

证 由 lim xx, 一 lim xn = a， 可 知 Vve>0，3N，vn> Ni, 成 也 lx -qdl<e 
3N，vn> N)， 成 辽 |xn -qd<se。 于 是 取 N=maxCN,2N; +]，vn>N， 
成 也 jx -dl<e。 

6. 设 >0， 且 lim x =a>0, 证 明 : lim xs =Va。 

证 首先 有 不 等 式 Mx-val< 人 -dj。 由 lim x =a， 可 知 Ve>0，3N， 

vn>N， 成 也 lm -qd<2， 于 是 |Vx -Vauj<vbo -on|<s。 


7. fo } 是 无 穷 小 量 ，{y} 是 有 界 数列 ， 证 明 {x ”% } 也 是 无 穷 小 量 。 


证 ” 设 对 一 切 m， <M。 因为 {x, } 是 无 穷 小 量 ， 所 以 ve>0，3N， 


Vn> N ， 成 立 ko|< 立 。 于 是 vn>N， 成 也 | 四 <e， 所 以 {x 风 } 也 是 
无 穷 小 量 。 


8. 利用 夹 逼 法 计算 极限 : 


1 
1 1 ] \n 
1]) lim|1+ 二 + 二 上 +… 十 一 | ) 
昌 问 | 2 5 1 
] ] ] 
2) lim 二 + 和 + -| 
罗 加 | 二 n+AV2 | 
G) 1 人 
1 
oo \K 
1.3.5.……(2n-]T) 


亿 血 OO 


1 


解 (1) 由 1<[ 1 < 年 加 对 =1， 可 知 


1 


1 1 7 
[7 南 三 ， Se 十 … 十 ] 1 
| n+AL +AV2 n+wVn “FT 
人 可 知 
加 | 子 十 十 2 j= 
人 n+AI n+wV2 n+wn 
Cn+HD? 
(3) 由 2= 也 二 < y 1 < 各 +2 乒 Tinm 纪 二 2 可 知 
人 
(n+D? 1 
lim 二 
no 和 VK 
(4 应 用 不 等 式 欢 VCREUGOKRET ， 得 到 0 人 -< 二， 
VC De 二 
由 11i ， 可 知 
加 -0 
人 
mo 2.4.6……(2 门 
9. 求 下 列 数 列 的 极限 : 
3n2 +47n 一 1 n+2n2 一 3n+1 
1 2 3 。 
U) i mn2+1  ， WO 各 2m2 -n+3 
本 人 
G) lm 351 +(na+]T3 》 人 0 2 
() lim Vn(Vn+1-Vm; (6) lim VnGm +1-Vn+Dl); 
1 1 1 1 
0 器 遇 人 加 [于 - 志 儿 - 玉 - 计 
(9) lim Wnlgn ; ul lim [条 去 +…+ 二 )。 


3n 2 +4n 一 1 
解 (1) lim 5 二 =3。 
] 一 >o0 1 刀 一 >oo 这 二 
7 
1 3 ] 
m +2m2 一 3n+1 本 
(2) lim 一 一 二 直 人 
no 27 一 n+3 mi 一 >oo 1 2 
光一 
nn 7 
信号 
(3) 人 有 


(4) 因为 limn gwn2 +1=1， [si 所 以 
lim (%Wn2 + -Dsin 本 =0。 


站 一 00 


。 AV/ : ] ] 
(5$) lim Vn(Wn+1-wVn = lim = lim 三 
no no Vn+l+vn 2 1 7 
1+ 一 +1] 
7 


2 2 
人 vVnfn2 +1-(+D?] 
让 nn2+1+Vn+D(Vn2+1+n+D 
lim 2 
nn2+1+Vn+D(Vn2+1+n+D 


. 一 2 1 
= lim 局 

一 >o0 1 1 

中 + 二 +rDqls 二 

7 7 
1 
lg1+1lg 一 +… 十 1 本 
(7) lim 2 中 = -oo， 所 以 

一 >00 九 


(8) 和 冯 { -去 ]- 支 广 [二 | 


_ Tim 1.3 2.4 3.5 人 


no 2 32 4 (一 TD? nr 2n 2 


(9) 1<gsnlgn<sn2 ， lim gmn2 =1， 所 以 


lm wwnlgn=1lo 


三 1] 3 5 27 一 ] 
(0 和 有 二 生生 三 和 了 再生 由 | 和 十 证 关 再 2 十 
尹 2 22 23 27 》 尹 2 22 0 》 


相 减 ， 得 到 和 =1+Q+ 本 ++ 1 站 由 


lim 0 0 
党 


1 一 >oo 2 2 mn 一 2 n->o 27 


lim x, =3o 
贱 一 >o0 


和 -1>1， 则 lima =0。 
Qi 刀 ] 一 >o0 


10. 证 明 : 若 o >0 (Cn=12…)， 且 lim 


dan 


证 取 1<r<1， 由 lim 宇 -1>1， 可 知 3N,vn>N， 成 立定 >r>l 


人 Qnl Qn+l 
] mn 一 N-1 ] mn 一 N-1 
是 0 过 好 Ga 目 。 由 lim 区 目 | =0 可 知 
九 一 00 三 


lima, =0。 


厂 一 >o0 


Pm 一 0o0 


11. 证 明 : 若 o >0 (Cn=12,…)， 且 lim2oa -=a， 则 limaja, =a。 
1 一 >oo Q， 


证 由 语 = 扣 本 全 ee 及 lim2=a， 可 知 
| 


al 42 Qn-l 六 


12. 设 lim(a +a+…+a) 存 在 ， 证 明 : 


] 
(]) lim 下 (Qi +2a;+…+na)=0， 


1 
(2) limn (nlaia…a)” =0 (aqa>0,i=12mo 


P 一 00 


二 本 


一 1 
解 〈1) 设 a +a +…+a =S，， lim S,， =a， 则 由 > ka, =ns,- > 5S, 可 知 
人 K=1 K=1 


lim 一 -六 ak = lim S， -im 一 下 a-a=0。 
no 7 jl . 一 ] 局 


1 


(2) 人 (1)， 即 得 到 
1 


1 


lim (nlala…a)” = 三 0。 


厂 一 oo0 


13. 已 知 lim a， =a， lim b， = ， 证 明 : 


一 > 00 


qib +aD +… 二 ab 
lim =abo 


7 一 oo 刀 


证 分 o =a+w,b =b+P， 由 lima =a，limb =bp， 可 知 lim w, =0， 


lim 6 =0。 设 vnsN，|p<M。 因 为 


厂 一 oO0 


QiD， 十 G2D，1 十 … 十 GD 本 


3 平 到 2 之 有 AS 罗 训 K+1 


刀 全 证 全 


下 十 AM 忆 
二 2 CQkD_H 长 一 2|ox 医 
7 K=1 7 K=1! 


由 3 =0， lim 一 >lwl|= 0 及 lim 一 = =0， 得 到 
mn->o 7 K=1 2 PK=1 
.qib, +aD +… 二 ab 
lim = ab。 
P 一 oo 刀 


设 数列 {a, } 满 足 lim 凶 2 =a (-o<a<+o)。 证 明 : 


计生 二 页 


nc 站 
和 qi 十 Ga 十 … 十 Q) .nl ai 二 a) 十 十 QQ 局 
证 ”因为 lim 二 一 一 "一 =1lim( 全 "一 )=a， 所 以 
7 一 >oo 刀 的 刀 " 一 1 


lim 至 =lim 和 


n 一 oo 门 一 oo 九 


ai +a) 十 …+a 了 
他 之 )=0。 


1. 按 定 义 证 明 下 述 数列 为 无 穷 大 量 : 


( [2 ， (2) 局 (a>D1 ， 


1 1 1 
3 一 arct 4 十 一 一 
(3) {n -arctanm 上 q 1 疡 + 天 + 启 | 
2 
证 (1) vG>0， 取 N=[3c]， 当 n> N 时 ， 成 立 呈 ->2> G。 
十 


(2) vG>0， 取 N=[ras]， 当 n>N 时 ， 成 芯 


bg] =log,n>Go 
nm 


(3) VG>0， 取 N=[G+ 习 ， 当 n> N 时 ， 成 立 n-arctan>G。 


(4) vG>0， 取 N=[26G?]， 当 n> N 时 ， 成 立 


1 1 1 有 
十 十 … 十 一 一 | > 一 和 >Co 
Vn+L Vn+2 V2n 2n 
2.( 设 lima =:+o( 或 -o)， 按 定义 证 明 : 
六 本 


一 >o0 


CO) 设 o,>0，lima=0 ， 利 用 (1) 证 明 : 


工 
lim (aia…a)"” = 0o。 
一 > 00 


证 (1) 设 lma =+ro， 则 vc>0,3aN >0vn>Ni:a>3G。 对 固定 的 Ni， 
刀 一 >o0 


ai 二 as 十 … 十 Q 
3N>2N,vn>N: 上 一 一 


C 
入 = 一) 于 是 
2 


a1 十 Q 十 … 十 Q) ~ QNH 十 QN+2 十 十 Qn 


a1 十 Q2> 十 十 QN ~、3_ CC_c 


2 2 


O 〇 


门 刀 门 


二 \ \[^ 一 Q1 十 Q2 十 … 十 Q， 
同 理 可 证 当 lim o, = -> 时 ， 成 立 im 一 =- 
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1 
1 1 ] 本 | 
(2) ln(aia, an) ee 由 1limlna, = -oo， 可 知 


六 刀 一 >o0 


1 
limln(a…a)" =-o， 从 而 
刀 一 >o0 


1 
lim (aia…a)"” =0o。 
P 一 >o0 


3. 证 明 : 


(GD 设 {x,} 是 无 穷 大 量 ，| 六 | >5>0， 则 { x, 风 } 是 无 穷 大 量 ， 


C) 设 {x,} 是 无 穷 大 量 ，lim = 去 0， 则 { x， 每 | | 部 是 无 穷 大 
量 。 
证 〈1) 因为 {x, } 是 无 穷 大 量 , 所 以 YG > 0， 3N，vYn> N， 成 立 g|>。 
于 是 vn > N ， 成 世 |jxy 中 > G， 所 以 {x y } 也 是 无 穷 大 量 。 


(2) 由 lim y = 和 寺 0， 可 知 3N'，vn> N'， 成 立 岂 9 <ln|< 吊 。 因 因为 {x, } 


| 


区 让 凡人 


是 无 穷 大 量 ， 所 以 vG>0，3N"，vn>N"， 成 立 |x|> max| 千 。 


取 N=maxfN,NJ，vn>N， 成 立 |wy 


| 汪 | 部 是 无 穷 大 量 


4.(1) 利用 Stolz 定理 ， 证 明 : 


王 +3 +5+ (2n+D” 4 
lim 一 》 
nm 一 oo 713 3 


之 2 2 2 
O 求 李 恨 四 于- 


几 2 2 2 之 
解 (CI) im 了 二 3“ 十 5 +(2n+DT) 二 人 
1 一 >oo 刀 n->o 用 一 (n 一 了 T 3 
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2 ，n2 2 2 2 ，an2 21_ 13 
(2) liman 1 +3 +5 +…+(2n+ID 4 | 3 +3- +…+(2n+ 了 TD ] -47 
2 m3 3 刀 一 >oo 37 


2 3 3 
_ lim 3(2n+JD 一 41 +40 一 了 lim 242-1_4 
no 3n2 -3(n -1T no 6n 一 3 


5. 利用 Stolz 定理 ， 证 明 : 


O 〇 


] 
(ID) lm =0 (a>1) 1 


九 
大 
刀 AI 
(CO) 加 二 =0 (a>1 k 是 正 整 数 )。 


、 ] 
证 〈J) lim go” - lim log ,一 =0。 
7 一 oo 九 7 一 > oo 一 1 


其 中 Pu(D 为 天 于 n 的 K-1 次 多 项 式 ; 重复 上 述 过 程 k 次 即 得 到 


lim La 人 WE 和 吕 ) 


1 es O 
n->o Q 一 >oo an (a 一 全 1 一 >oo an (a 一 了 P 一 >oo am (a -一切 * 


6，() 在 Stolz 定理 中 , 若 lim = o， 能 否 得 出 lim 人 = o 的 结 
1 


论 ” 


O) 在 Stolz 定理 中 ， 若 各 二 不 存在 ， 能 否 得 出 j 闻 不 存 


在 的 结论 ? 


解 \D) 不 能 。 考虑 例子 Xn 二 (-D "nmn， 5 和 靖 ， 1]im 2 一 mn-1 


人 .mn 二 水 二 寺 


= lim 
九 一 >oD 


Ce “人 lim _ limC-D" 极 限 不 存在 。 


(2) 不 能 。 考 虑 例子 x =1-2+3-44H+(CDmny = 王 ，1lim 卫 二 ”1 
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7 一 1 
-加 与 忆 极 限 不 存在 ， 但 im 节 =0。 


no 27 一 工 


7. 设 0< 和 <1，lim a =a， 证 明 


a 
lim (a, + 和 a ;+ 和 a +…+ 和 "al )= 让 


7 m 一 | 
证 : 逢 二 和 出 直下 人 -~ ， 利 用 Stolz 


定理 ， 


Ka +Kn aa 十 十 an 
天 


lim (a + 和 a + 和 av+…+Na)= lim 
一 > 00 九 一 >oo 


Ka， a 
1inm 一 一 一 一 = O 
nknIK-D 1-4 


8. 设 4 = 交 o , 当 n -am 时 有 极限 。{ P, } 为 单调 递增 的 正 数 数列 ， 且 


p, +o (no)。 证 明 : 


lim Pial 十 P2q2 十 十 Phan 


一 oo 也， 


证 设 limA,=4， 作 代 换 o% = 么 -4A， 得 到 
一 >o0 


三 :个 


PialiT P2a2z 十 十 Phnan 三 4(pz 一 DPI)+ 外 (pa 一 p2)+ + 人 Apn 一 Pr 
和 
Pn Pn 


对 上 和 式 求 极 限 ， 在 求 后 一 分 式 的 极限 时 应 用 Stolz 定理 ， 


lim Pi1a1 十 P2a2 十 … 十 Panan 


厂 一 oo0 PD) 


-limA -lim A(p -pi)+4(ps-p)+…+ATD 一 pi) 


1 一 00 九 一 >oO 忆 ) 
人 A 2 
-4A_lim 生 Un-p_A_ A-0。 
0 
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|. 


习 题 2.4 收敛 准则 


刀 


利用 Jm [1+ 二 | =* 求 下 列 数列 的 极限 


0 和 [下 0 到 [二 
9 名人 可 
ee 
几 如 人 让 -如 人 二 全 二 ) 
2 人- 个 


有 [1 
(3) lim [二 = lim [二 = \e。 
7 一 >o0 27 7 一 >oo | 27 


(4) lim [| = lim [二 =1。 
0 刀 7 一 >o0 用 
(5) 当 n>2 时 ， 有 
马 有 ] < 人 (+ 王 -证 <( 二 
n+2 mn 7 有 


由 加 | ] -和 四 [1 =e， 即 得 各 [1+ 二 -二 | 到 
nm 一 >oo my>oo 刀 SN m 也 


Pm 十 2 


2. 利用 单调 有 界 数列 必定 收敛 的 性 质 ， 证 明 下 述 数列 收 勾 ， 并 求 出 


极限 : 
(人 汪汪 生 记 2 二 区 王 证 用 辣 2 人 人 
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(Cj 


定 . 
(3) xi= =V2 ,x = 人 


(4) Xi 三 1， Xi 三 \J4+3xn )) 三 二 2,3… ， 
(二 DAE 二 
(6) 0 多 六 1,x =x(2-x hm =123…o 


解 (1) 首先 有 0<x=vV2<2， 设 0<x <2， 则 0<x =J2+x <2， 由 
数学 巡 纳 法 可 知 vn，0<x, <2。 由 


= /2+X, 一 /2+xX， mn-1 


二 2 十 十 Xn 
可 知 数列 {x -xz 保持 同 号 ; 再 由 x, ->0， 可 知 vn，xna-xn>0， 
所 以 {to} 是 单调 增加 有 上 界 的 数列 ， 因 此 收敛 。 设 limx =aj 对 等 式 
xu=\2+x, 两 冰 求 极限 ， 得 到 方程 c= V2+a， 解 此 方程 ， 得 到 a = 2， 
因此 


lim x, =2。 

(2) 首先 有 0<x%=v2 <2， 设 0<x <2， 则 0<x=VJ2x <2， 由 数 
学 归纳 法 可 知 Yn，0<x <2。 由 xx = /2x -xn = xn(V2-Vx)>0， 
可 知 {x} 是 单调 增加 有 上 界 的 数列 ， 因 此 收 伊 。 设 imx =a， 对 等 怀 
xu=v2x, 两 端 求 极限 ， 得 到 方程 = V2a ， 解 此 方程 ， 得 到 ao= 2 〈 另 
一 解 =0 舍 去 )， 因 此 


lim XD 汪 O 
厂 一 >o0 


-1 
(3) 首先 有 x =vV2 > -1， 设 尺 >-1， 则 x， = 有 >-1， 由 数学 
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及 缚 凑 梧 次 S 二 写 S 者 慑 交 区 < 全 -人 和 <0, 可 知 {x } 


2 十 X) 


刀 


是 单调 减少 有 下 界 的 数列 ,因此 收敛 。 设 im xm =a, 对 等 * 


mn41 一 DATX 


两 疹 求 极限 ， 得 用 在 和 5 ， 解 此 方程 ， 得 到 o= -1， 因 此 


(4) 首先 有 0<x%=l<4， 设 0<x <4， 则 0<x=vV4+3x <4， 由 数 
学 妇 纳 法 可 知 vn,，0<x <4。 由 x2,-x2z =4+3x -xz2=(4-x JIL+x )>0， 
可 知 f{x} 是 单调 增加 有 上 界 的 数列 ， 因 此 收 但 。 设 limx, =a， 对 等 式 
xu=J4+3x, 两 端 求 极限 ， 得 到 方程 c= V4+3a， 解 此 方程 ， 得 到 a = 4， 


因此 


lim x, =4。 

(5) 首先 有 0<x% <1， 设 0<x <1， 则 0< xu=1-WA-x <1， 由 数学 
妇 纳 法 可 知 vn，0<x <l。 由 xx =l1-m-W-x<0， 可 知 {} 是 
单调 减少 有 下 界 的 数列 , 因此 收敛 。 设 im x =a, 对 等 式 ws=1-VL-ax 
两 冰 求 极限 , 得 到 方程 co=1-Vi-a, 解 此 方程 , 得 到 o= 0〈 另 一 解 o=1 
售 去 )， 因 此 


lim xn =0。 

(6) 首先 有 0<x <1， 设 0<x <1， 则 o< xu=x(C2-x)<1， 由 数学 
娄 纳 法 可 知 vn，0<x <le。 由 xx =xC-x)-x=xd-x)>0， 可 
知 {x} 是 单调 增加 有 上 界 的 数列 ， 因 此 收 但 。 设 limx =a， 对 等 式 
xua=x(2-%) 两 端 求 极限 ， 得 到 方程 c= aoC2-o， 解 此 方程 ， 得 到 o =1 


( 另 一 解 c=0 舍 去 )， 因 此 


26 


lim XD 下 5 
九 .一 >o0 


3. 利用 递 推 公 陈 导 单 调 有 界 数列 的 性 质 ， 证 明 : 


上 im 3 


(2) im 纪 -0 (a>1T ; 


(G) lm 于-=0。 


N A 2 一 SS 
证 (1) 人 则 x >0， 2 所 以 {x } 是 
3 27 十 工 X 2 二 3 


单调 减少 有 下 界 的 数列 ,因此 收敛 。 设 limx =a, 对 等 式 x ,= +2” x 


2n+3 
ER 1 
两 端 求 极 限 ， 得 到 二 于 是 c=0， 因 此 
站 
和 


(2) 测 二 则 x >0， 且 当 n>a 时 ，244 -=--” <1， 所 以 {x } 从 
刀 X 刀 十 工 


刀 


某 一 项 开始 是 单调 减少 有 下 界 的 数列 ， 因 此 收敛 。 设 im w =x， 对 等 
式 xs=-2_x 两 端 求 极限 ， 得 到 x=0， 因 此 


刀 


lim -一 =0。 


n-c 六/ 


人 -1 >1， 所 以 fx} 是 单调 减少 有 
刀 


下 办 的 数列 ， 因 此 收敛 。 设 im x = o， 对 等 式 % = [1+ 了 ] xs 两 端 求 机 


限 ， 得 到 a = ea， 于 是 a=0， 因此 


刀 


lim -一 =0。 


n-o 站/ 


4. 设 xs= 引 x+ 三 | mn 三 12,3…… ， 分 罗 室 工 导 %%=-2 两 种 情况 求 
X 


刀 
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lim x，o 


一 > o0 


解 对 x =1， 易 知 Vn ， Xi >0， 且 当 n> 2 时 ， 2 由 
xx =- 和 + 工 <0， 可 知 数列 } 单 调 减 少 有 下 界 ， 所 以 收敛 。 设 


己 


和 对 等 式 xu= 引 + 三 两 绢 要 得 到 o- +o+ 习 ， 解 得 
一 >oo X1 G 


a=v\2 (a=-v2 舍 去 )， 因 此 


lim x, =V2。 


一 >o0 


对 x =-2， 易 知 vn， 2 由 xx = 各 + 二 >0， 可 知 数 
X 


列 fo 音调 埠 加 有 上 界 , 以 收 全 - 设 mx =b， 对 等 式 ws=[ x+ 之 ] 


两 端 求 极限 ， 得 到 = 了 + 全 ， 解 得 b= -Vv2 (b=V\2 售 去 )， 因 此 
lim x =-\V2。 


A 十 忆 
5. 设 x = ax = bx 人 (n=12.3…)， 求 limx 。 


3 ”mn+2 


解 首先 利用 递 推 公 式 x ，-x =- -0 -x )， 得 到 数列 人 ,-x ) 的 通 


7 一 | 
项 公式 ws- = @ -aq。 于 是 由 


7 一 1 K 
X) = XI 十 (X 一 X) 十 (Xa 一 X) 十 … 十 (X， 一 X 1) 三 oo-a 吧 -1 5 
K=0 


。 Q+2D 
1im x,，= 一 一 一 。 


一 >o0 


6. 给 定 0<a<p， 人 xx = ay = bo 


(DJ 看 志 4= VXn.yn 有 ni1 =- 全 (n =12,3…)， 
证 明 fx {17 上 收敛， 且 lim x，= limn y 。 这 个 公共 极限 称 
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为 " 导 5 的 算术 几何 平均 ; 


LE X， 十 多 2X，y， 、 
(2) 石 xn 二 3? n+1 革 X (n=12.3…)， 证 明 志 二 上 寺 庆 计 


刀 刀 


收敛 ， 且 lm x=lim %。 这 个 公共 极限 称 为 "与 的 算术 调和 
证 〈1) 首先 易 知 vn, 有 xs 由 xi 加 = (VAN 一 )>0，y 一 甸 
= 了 (mw -y)<0， 得 到 ao<sx <x <yi<y<sb， 即 fx} 是 单调 增加 有 上 
界 的 数列 , pv} 是 单调 减少 有 下 界 的 数列 , 所 以 它们 收敛 。 设 lim x = x， 
lm m =y， 对 y。， = 盖 5 全 的 两 端 求 极限 ， 得 到 x= y。 


2 


《2) 首先 易 知 当 n>2 时 ， 有 因 >m。 由 xu -加 = 了 On -xn)<0， 


Xn 一 广 >[^ 
yn 一 - 疡 oo 加) >0， 得 到 当 n>2 时 ， 


刀 尹 


2 和 yn<yni<Xnil<XnS 呈 》 印 | 让 是 单调 增加 有 上 界 的 效 列 ， bn 


是 单调 减少 有 下 界 的 数列 ， 所 以 它们 收敛 。 设 lim xm =x，1im =y， 
对 xu = 宇 的 两 端 求 极限 ， 得 到 x= y。 


工 


十 X)， 


7 (Cn=123…)， 证 明 数列 {x 收 代 ， 并 
求 极 限 lim x,。 
解 当 刘 让 县 M221 时 ， 有 x ,>vV2-1 ， 当 x > V2 -1 时 ， 有 


0< Xi <\2 -1。 


由 于 罗 =V2 > V2 -1， 得 到 vn ， 0 0< xx <V2 一 1L。 于 是 由 


2 十 Xo2nl -2(0onl-V2+D(Oconl+V2+1 
X2n+l 一 X2m-1 二 人 
D 十 2Xon 1 号 汪 芒 5 
2+x， 一 2(0x -V2+D(x +V2+1) 
“2nr2 2n 一 TD 人 >0， 
27 27 
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可 知 数列 ge :} 单 调 减少 有 下 界 ， 数 列 fx,} 单 调 增加 有 上 界 ， 从 而 都 


SR 、 2 二 X，， 2 十 X 
度 ] 通 交 =0 liamzicEby 对 等 却 X2n+l 二 2 与 X%2n+2 二 刀 两 
0 人 D 十 2X2n D 十 2X2h 


端 求 极限 ， 得 到 方程 = 2+2 与 b= 2+2 ， 解 此 两 方程 ， 得 到 解 


5 二 2a 5 二 2D 
a=vV2-1 与 bp=V2 -1 ( 另 两 解 oc= -V2 -1 导 5 = -V2-1 舍 去 )， 因 此 
lim x = V2 -1。 


忆 


8. 设 {x} 是 一 单调 数列 ， 证 明 lim x，= “的 充分 必要 条 件 是 : 存 
fx 的 子 列 {xv } 满 足 lim x =as 

证 必要 性 显然 ， 现 证 充分 性 。 不 妨 设 {x,} 单调 增加 ，lim x, = a， 

则 ve>0，3K，vk>K : -se<x -as0。 取 N=nka，vn>N， 

3M > 天 +1 ， 使 得 ma <n<mw， 于 是 -se<x -as 加 -asx -a<0， 

因此 lim x,=a。 

9. 若 有 界 数 列 {x, 】 不 收银 ， 则 必 存 在 两 个 子 列 {x ws } 每 {xe } 收 敛 
于 不 同 的 极限 ， 即 lm xw = a，limxo = b，a 夫 bo 

证 由 于 {x】} 不 收 公 ， 所 以 ae >0，VYN，3m>n>N :on 一 xi|>eoo 


Im 人 > 20， 


取 N, =m 3 了 mm 之 PK > N' 。 jx 过 CE0， 


于 是 得 到 {x, } 的 两 个 子 列 《wx } 与 {xw }， 它 们 都 是 有 界 数列 。 
首先 【fx, }》 具 有 收敛 子 列 {x,,}， 由 于 对 应 的 {xw,} 也 是 有 界 数列 ， 
又 具有 收敛 子 列 {x，,]。 
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记 仙 中 = 8 和 = 则 得 到 {xw】 的 两 个 子 列 {x} 年 {xoh 

它们 收敛 于 不 同 的 极限 。 

10. 若 数列 { x } 无 界 ， 但 非 无 穷 大 量 ， 则 必 存 在 两 个 子 列 { x , } 年 
{xo}， 其 中 {xw} 是 无 穷 大 量 ，{x,。} 是 收敛 子 列 。 

证 ”由 于 数列 {x, } 不 是 无 穷 大 量 ， 所 以 3M >0， 使 得 数列 {x, } 中 有 无 
穷 多 项 满足 lx|< M ， 于 是 从 中 可 以 取出 数列 { x, } 的 一 个 收敛 子 列 
{xw }。 又 由 于 数列 {x, } 无 界 ， 所 以 对 vcG>0， 数 列 {x, } 中 必 有 无 


穷 多 项 满足 lw| > G。 


取 G; =1， 则 3m ， 使 得 XXm > Ci1 ， 
取 c: =2， 则 3n >， 使 得 |x, | > G,， 
取 Gu =K 则 3nmx > nk 使 得 Xn | > Cr 


记 刀 os}= oj 徊 中 = 2 则 得 到 {x} 的 两 个 子 列 {xw } 每 {xo)， 

其 中 {xo} 是 无 穷 大 量 ，{xo} 是 收敛 子 列 。 

11. 设 s 是 非 空 有 上 界 的 数 集 ，sups = aEsSs。 证 明 在 数 集 5s 中 可 取 
出 严格 单调 增加 的 数列 {x, }， 使 得 lim x, = as。 

证 由 sups=aEsSsS， 可 知 ve>0，3xseSsS， 使 得 ao-e<x<ao 
先 取 = =1， 则 3x ss， 使 得 o-s <x <a ; 对 e =mint 了 ,ax > 0， 

则 3x, ss， 使 得 a-e <x <a， 其 中 xx =a-(a-x)<sa-e <x， ;对 

ca = minf3,a 一 加 }> 0， 则 3ax, ss ， 使 得 o-s, <x <a， 其 中 

人 对 em = minf=,a-%>0， 则 3x，ess ， 


使 得 ao-s <x <a， 其 中 x ,=a-(a-x <a-e <xX .由 此 在 数 
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集 s 中 取 到 了 严格 单调 增加 的 数列 {x, }， 使 得 lim x, = a。 
12. 设 {(a,b)} 是 一 列 开 区 间 ， 满 足 条 件 : 
(1) aa 入 四 入 … 扩 do 区区 广 … 扩 郧 < 昌 ， 
(2) lim(b -an)=0。 
证 明 存 在 唯一 的 实数 5 属于 所 有 的 开 区 间 (a ,局 )， 且 
5 贡 4 如 be 
证 根据 题 意 ，{fo,} 单 调 增 加 有 上 界 ， 也 ,} 单 调 减 少 有 下 界 ， 因 此 都 收 
敛 。 设 lim o =， 则 lim 忆 = lim[a + -oj=<。 由 于 fo 严格 单调 
增加 ，,} 严 格 单调 减少 ， 可 知 vn， 有 omw <<< 岂 ， 即 < 属于 所 有 的 开 
区 间 (a, ,bb )。 
若 存 在 另 一 终 属 于 所 有 的 开 区 间 (a,,)， 则 由 oa < 终 < 久 ， 利 用 极 
限 的 夹 逼 性 ， 得 到 = lim o = im wm =*， 即 满足 题 意 的 < 是 唯一 的 。 


13. 利用 Cauchy 收敛 原理 证 明 下 述 数列 收敛 : 
(1) x，= ao+aiqg+aqg2+…+aqg" (qd<Llarl<M) ， 
(2) x，= 1 了 +4CD 二 。 
dm 


三 
1-ld Ilq 


， 当 n>N 时 ， 成 立 


y mm 一 7 一 AM 吕 
》 aid <Mldq GdG+ 加 +|o + + -< dd + 本 
K=m+1 1-lq| 
CO) ve>o 取 N=[ 站 ， 当 n>w 时 ， 成立 芋 Cowj< <e。 
< K=n+l K| PnP+l 


14. (1) 设 数列 {x, } 满 足 条 件 jm|xs -xm|= 0， 问 {x } 是 否 一 定 是 基本 


数列 。 
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CO) 设 数列 {x } 满 足 条 件 | xs -xm | < 去 Cn=123…)。 证 明 {x] 
是 基本 数列 。 
解 (1) 不 一 定 。 反例 : 和 -I++3+T+ 二 。 


刀 


(2) ve(0<s<D， 取 N=1+ -|，vm>n>N， 成 立 
是 


xn 一 Xi| 私 xn 一 2 二 | 一 Xn za| 十 … 十 


1 1 1 让 
ES 本 <Eo 


15. 对 于 数列 {x,} 构造 数 集 A， 


X%nH 一 从 


刀 


和 ,二 下 | 二 
记 diamA =sup{|x-x | ，x sa4,x esA4aj 证 明 数 列 {x, } 收 信 的 充 
分 必要 条 件 是 

lim diam A， = 0。 

证 因为 lmdiamA =0，ve>0，3K，vk>K， 成 交 diamA <s。 取 
N= 天 ， 则 vm>n>N， 成 了 xm -xl<diamA <eo。 
16. 利用 Cauchy 收敛 原理 证 明 : 单调 有 界 数列 必定 收敛 。 
证 ”采用 反 证 法 。 不 妨 设 f,} 是 单调 增加 的 有 界 数列 。 假 设 它 不 收敛 ， 


则 3e,>0，VN>0，3mn>N : | 一 加 


> E0o 
取 N， = 上 3 了 mu >m > Ni:Xn 一 Xn >E0; 
取 N 三 而 滞 六 下 六 之 思 ) 


于 是 Xnm 一 Xn > Ke 一 +oo (K 一 oo)， 与 数列 fx,} 有 界 矛 盾 。 
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第 三 重 ” 画 效 极 限 与 连续 函数 


习 题 3.1 画 数 极限 
1. 按 函 数 极限 的 定义 证 明 : 


人 lim xx 一 8 ; (CD) lmvx =21 
X-1 1. 二 
人 5 
(5 lim lnx = 一 o ， (0) lim e 三 0 ， 
2X X“ 
7 ]i 三 十 ] 三 一 
人 二 X 2 一 人 机 8 dim X 十 工 5o 


证 〈1) 先 取 |x-?<1， 则 1<x<3， <19lx 一 ?|， 
于 是 对 任意 的 ec>0， 取 5= mi 人 |> 0， 当 0<|x- 2|<5 时 ， 成 也 
他 =- 引 <19x- 了 <s， 所 以 


X3 -8 一 


1im X3 一 8。 


X 一 2 


(2) 首先 西数 民 的 定义 域 为 x>0， 且 MX-- 区 等 训 
对 任意 的 s>0， 取 5=minfk2e}j>0， 妆 本 时 ， 成 立 
-中 3-4<e， 所 以 

lim Vx= 2。 
(3) 先 取 |x-3<1， 则 2<x< 4， 和 3 < 下 hk 引 ， 于 是 对 任 


意 的 s>0， 取 5=mintL6s}j>0， 当 0<lx-3<5 时 ， 成 芯 


和 < 二 > 下 六 2 所 以 
x+l1 2| 6 
，X-lL _ _ 1I 
1 二 
x33 X 二 IT 2 ” 
_X 十 工 1 3 3 三 | < 
(4) 先 取 网 >1， 公交 让 - < -3 ， 于 是 对 任意 
2x-1 2 2|2x- 直 2|x 
的 =>0， 取 X = 本 当 思 > 式 时 ， 成 立 2 - 直 < 二 <e， 
2 2x-1 2| 2 的 
所 以 
X 十 | 


_ 工 
1 一 
x-o 2X 一 1 2 
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(5) 对 任意 的 G>0， 取 5=e5>0， 当 0<x<5 时 ， 成 立 mnx<-G， 所 
以 


limljnx= 一 ooo 


(6) 对 任意 的 0<s<1, 取 X 入 业 5 证 当 x> 和 时 ， 成 立 0<e <ens =E) 
E 
所 以 


lim e 一 一 0。 


X 一 > 十 00 


(7) 先 取 0<x-2<1， 则 2<x<3， >1， 于 是 对 任意 的 G>0， 取 
X 十 


5=m|' 二 | 省 人 
G x2-4 (x+2)(x-2) xx-2 


所 以 
. 2X 
1im 7 一 十 oo o 
x->2+ X“ 一 人 
《8) 先 取 x<-1， 则 于 是 对 任意 的 G>0， 取 和 = maxfLcG}， 
X 十 


2 
当 x< 一 X 时 ， 成 立 一 -<x<-G， 所 以 
X 十 


lim 三 
x--o X 十 | 


2. 求 下 列 函 数 极限 : 


2_1 2 三 十 
(和 (分 入 


x231LD2x2 xx 1 xm 2X 一 X 一 1 
3x -5x2+2x ， (1+2x)(L+3x) -1 . 
0 人 
1+x) 7" -1 . 1+71mnx) "一 (1I+Pnx)” ， 
G 问 一 二 一 : (6 站 : 
sinx 一 Sina  ， 和 
Wi lm 一 一 ) (9 
xX->a X 一 Qa x->0 工 一 COSX 
COSX 一 COS3xX . .tanxXx 一 Sin Xx 
(9 lm 一 3 (0 lm 一 一 一 。 
XXX 光 X X 一 > X 


X 一 工 
x->1L2X- 一 X 一 1 >x-2>12x+1 3 
2 
CC 
xD2X 一 X-1 2 
(3) 3x5 -5x3 二 2x 2-5x-+3x4 2 


1nm 一 一 一 一 =] 一 一 = 一 。 
x30 XXX3+3x >x20 3_x2+x4 3 


全 


X 一 0 X X 一 0 X 


Do 
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(5) imQd+ao -1_1i CIXTC2X2 十 十 2 


lim =mo 

X 一 0 X X 一 0 X 

QQG+mx "一 (+Pm” 
人 

X 
区 (L+nmx+C2m2x2 二 二 mx 一 (+Pmnx+C2n2X 十 … 十 nmXm] 
=1x1 
X 一 >0 2 


1 
和 订 旭 一 Im)o 


，X 一 Q 
.Snx-Ssina  ). 二 2 机 2 
(7) lm 一 -一 -lim = = -=cosao 
太一 少 他 允 王 条 X 一 Q XXX 一 Q 
4 
(8) lim 三省 生计 二 抽 
X->0 1 一 CoSsX X->0 7 X 
2Sin “| 一 
目 
COS COS3 . 2Sn4xsn2 
(9) im 一 一 -lm 一 5 人 
X X 
2sinxsin“ 目 
(10) lim nx sx -lim . 2 二 二 
X x-0 X” COSX 2 
3. 利用 夹 逼 法 求 极限 : 
， 三 中 5 工 
RE 二 
解 0) w>0， 当 二- <x<L， 有 < 才 :|sa。 由 lm 可 知 
刀 ] 十 1 X n->o 十 1 
lim |- 1。Vx<0， 3 , 有 1< |- Eee 由 lim La， 二 了 
x->0+ | X 十 工 X 7 n->oo 7 
可 知 lm 上 由 此 得 到 
X 一 0 一 X 
四 站 | =。 
X 一 0 X 
工 工 


1 1 1 本 演 
(2) 当 mn<x<mn+l， 有 mnea<xx<(n+Dno 由 1lim nr =1 司 lim (n+TD2 = 工 ， 
一 >o0 一 >20 


得 到 
本 
1im MX 三 下” 


X 一 > 十 o0 


4. 利用 夹 逼 法 证 明 : 
(6 (a>1，K 为 任意 正 整数 ) ; 


X 一 十 oO Q“ 


CO) im 也 x =0 (为 任意 正 整数 )。 
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大 大 大 
解 (1) 首先 有 0< 世 <CrD ， 由 lim 如 +9 -0 即 得 到 
Q | mo 1Q 
lim 一 =(0。 
X 一 +o 


C) 售 nx=f， 则 卫 - 扎 ， 且 当 x-， + 时 ， 有 (-，> +e。 再 利用 () 
@ 
的 结论 ， 即 得 到 


5. 讨论 单 侧 极 限 : 


2X 
(条 子 (而 三 <， 和 =012 三 后 3 


(2) 三 x) 专 1 》 在 x=0 把 ; 
2x -1 
(3) Dirichlet 画 数 
记 王 意 点 
曾 | et 和 
1 


(4) 1O = :| 在 x= 工 (n=12,3,…)。 
X X 刀 


解 (1) lim 1CO=+o， im 1C0= 了 ， lim fCO=1，lim fOO=4，lim fCO=4。 
(2) lim foO= -1， lim fooO=1。 


(3) DO 在 任意 点 无 单 侧 极限 。 
(4) lim fCO=0， lim foO=le 
6. 说 明 下 列 函 数 极限 的 情况 : 


Sin X 


(1) lim 辐 是 (2) lim esinx ; 
(3) 1lim x" 人 (4) lim 下 ， 
X 一 > 十 oo 不 X 一 >oo X 
(5) lim [二 : (6) lim 四 辐 
X_>oo X xX-0+\，、X 光 
解 (1) limSx-0。 
X 一 >oD 光 


3X 


X 一 > 十 o0 


0 CQ<1 
(3) lim | g 
X 


+o X>L 
(4) lim [3 =-+o， lm [ =(0， 所 以 lim 极限 不 存 
X 一 > 十 oO X X 一 > 一 020 X 2 的 X 
在 5 


(5) lim 马 二 | = 1。 


所 以 好 | 半 -| 引 极限 不 存在 。 
7， 设 酚 数 
1 人 加 全 证 Sin X 
1 ex | x| 
地 


问 当 x 一 0 时 ， Foo 的 极限 是 否 存在 ? 


二 


各 : 雷 贡 1 交底 生生 二 瑞 下 
X 一 >0 十 X 一 0 十 


lim foo = lim 2 和 | 这 天 二 以 
X 一 0 一 X 一 >0 一 


工 + ex 


风 ， 
1 十 e 

8. 设 lim foO =A (a 之 0)， 证 明 : lim fo2) =4。 
证 设 lim foO =A (aq 之 0)， 则 ve>0，36>0，vYx(0<lx-aql<56)， 有 
IfFCO-4<eo。 取 5-m| 开 人 |>0， 则 当 o<|x*-vaql<5 时 ， 首先 有 
x+val<1+2va RN 0< 公 =-d =|x+Vvalx-vajl<1 ， 从 而 
fo-4<e， 这 网 说 明了 lim fo =A。 
9. (J) 议 lim f(x) =A， 证 明 : 1 
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C) 设 lim fo2) =A， 问 是 否 成 Ylim fooO =A? 
证 (1) 设 lim fo3) = A， 则 ve>0，36>0，vYx0< 轩 <5) 《〈 即 
日 六 | 区 | 莹 有 有 |fCoe)-4j<e。 取 5=562?>0， 则 当 0< 几 <6 时 ， 有 
1 


0<|x 引 <5， 从 而 |f0O-4j<s， 这 网 说 明了 lim foO=A。 


(2) 当 im foo)=A 时 , 不 一 定 成 立 lm 100= 4 例如 7Q -| ne 
则 lim fo2)=1， 但 极限 lim /0 不 存在 。 
10. 窟 出 下 述 命题 的 ”否定 命题 ”的 分 析 表 述 : 
(GD) {x,} 是 无 穷 小 量 ; 
(2) {x, } 是 正 无 穷 大 量 ; 
(3) Foo 在 x 的 右 极限 是 A ; 
(4) fo 在 x% 的 左 极限 是 正 无 穷 大 量 ; 
(5) 当 x 一 -，FOoo 的 极限 是 A ; 
(6) 当 x+，F0oo 是 负 无 穷 大 量 。 
解 〈1) 3eo>0VN,3n>Ni:lxn|>esoo 
(2) 3Gu >0,VN,3n>N:x <Go。 
(3) 3su>0VO>0,3xe(xo,x0 +9):|fCOO-M>esoo 
(4) 3Gu>0V6>03xs(x -5x):FOoO<G。 
(5) 3so>0VX>0,3xe(-oo-X):|FCOO- 人 >eos 
(6) 3G,>0VX>0,3xe(X,+o:FOO>-Go 
11. 证 明 Jim 1 =+o 的 充分 必要 条 件 是 : 对 于 任意 从 右 方 收 敛 于 x 
的 数列 {x, }(x > x)， 成 立 


lim 三 (x,)=+ooo 


证 ”必要 性 :由 lim foo=+o, 可 知 vG>0，36>0，Vvx(0<x-x<o) : 


fo0>G。 因 为 数列 {x } ww >x) 收 勾 于 x ， 对 于 上 述 5>0，3N， 
是 当时 戌 立 FnsG yy 期 


lim 三 (x,)=+ooo 
充分 性 : 用 反 证 法 。 设 lim_ foo =+o 不 成 立 ， 则 3cj >0，V6>0， 
3x(0<x-x0<0) ， FOODJ<Go 到 mn =12.3… : 

刀 


对 于 5 =1，3x(0<%-x<D : fo)<Gy ; 
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对 于 六 =， aa(0< 六 一 和 < 习 .FF(x)<GW ， 


1 下 。 
到 于 0 有 。， 丰 (xs<G0 ， 


是 得 到 数列 {x } ou > x) 收 敛 于 x ， 但 相应 的 本 数 值 数列 fojj 不 
可 能 是 无 穷 大 量 ， 由 此 产生 矛盾 ， 所 以 lm Co =+am 成 立 。 
12. 证 明 im Co =-x= 的 充分 必要 条 件 是 : 对 于 任意 正 无 穷 大 量 {x,)， 
成 立 


lim fx)=-oo。 
证 ”必要 性 :由 lm foO=-o ,可知 vG>0, 3K>0,vYx>X :fo0<-G。 
因为 数列 {x, } 是 正 无 穷 大 量 ， 对 于 上 述 X>0，3N，vn>N :xx > 和 。 
于 是 当 n>N 时 ， 成 立 fco)<-G， 即 lim foo)=-a。 

充分 性 用 反 证 法 。 设 im fo =- om 不成立, 则 3c, >0,VX>0,3x>X 


三 x) >-Goo 取 和 X =m， mn 一 12,3,… : 
对 于 XI =1，3x >1 : fo)>-GW 
对 于 X, =2，3x >2 : foo)>-G，; 


对 于 Xe =K，3xk >k : foD>-Go ; 


是 得 到 数列 {x, } 为 正 无 穷 大 量 ， 但 相应 的 酌 数 值 数 列 {fox)} 不 可 能 
负 无 穷 大 量 ， 由 此 产生 矛盾 ， 所 以 Jim fg)=-o 成 立 。 
13. 证 明 Jim fo9 存在 而 且 有 限 的 充分 必要 条 件 是 : 对 于 任意 正 无 穷 

大 量 {x }， 相 应 的 函数 值 数列 { fx ) } 收 敛 。 
证 ”必要 性 : 设 lim fo0=A4A, 则 ve>0,， 3>0，vx>X :FoO-AKe。 
因为 数列 {x, } 是 正 无 穷 大 量 ， 对 于 上 述 X>0，3N，vn>N :x, >。 
于 是 当 a>N 时 ， 成 YIfoo)-4Ake， 即 lim fox)=A4。 

充分 性 : 因为 对 于 任意 正 无 穷 大 量 {x, }， 相 应 的 函数 值 数列 

{ fox } 收 介 ， 我 们 可 以 断言 { Fox)} 收 敛 于 同一 个 极限 。 如 果 存 在 正 
无 穷 六 量 {xv } 导 {xw}， 便 得 lim foo)=A，lim 1x)=B， 且 4z#B， 
则 取 x ,=x 交 ，x =x，{x 仍然 是 正 无 穷 大 量 ， 但 相应 的 函数 值 
数列 { fox) } 不 收敛 。 
设 { 1(Cxo) } 都 收敛 于 同一 个 极限 4A， 现 用 反 证 法 证 明 lim /foo = A。 


于 
是 
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议 lim fx = 4 不成立, 则 3e, >0，vX>0，3x>X :|fo0O-AEPeooe 
取 X,， =mn，Pmn=123… : 
对 于 XI =1，3x >1 :|Fo)-AEe 
对 于 X, =2，3x >2 :|fCoo)-A>e 


对 于 X, =KkK，3x>k :|FCo)-APe 


于 是 得 到 数列 {x, } 为 正 无 穷 大 量 ， 但 相应 的 范 数值 数列 {f(x,)} 不 收敛 
于 4， 由 此 产生 矛盾 ， 所 以 Jim fooOI=Ao。 
14， 分 别 写 出 下 述 函 数 极限 存在 而 且 有 限 的 Cauchy 收敛 原理 ， 并 加 
以 证 明 : 
CD) lim fo ; (2) lim fo0 ; (3) lim fo。 
解 《1) 极限 lim fo 存在 而 且 有 限 的 充分 必要 条 件 是 : 对 于 任 茧 给 
定 的 es>0， 存在 5> 0， 对 一 切 x,xs 人 区 0<|x-xol<) 成 立 
foo- Foxqlj<e。 
先 证 必要 性 。 设 lim foO=4， 则 ve>0，36>0， 


Yeoxstlo<lx-xk51 1foO-4K5，1fCx)-AK。 于 是 


| FDI- x)EIAODI-AI+AXDI-AKeo 

再 证 充分 性 。 任 意 选取 数列 {x }， 罗 =x，limx =x， 则 对 于 条 件 中 
的 5>0，3N，vn>N : 0<l 罗 -xl<56。 于 是 当 m>n>N 时 ， 成 世 
|f(oxy)- fl<s。 这 说 明 函 数值 数列 {foo)} 是 基本 数列 ， 因 而 收敛 。 
再 根据 相应 的 Heine 定理 ， 可 知 lim 8 存在 而 且 有 限 。 

(2) Jim 1 存在 而 且 有 限 的 充分 必要 条 件 是 : 对 于 任意 给 定 的 
sE>0， 存 在 5>0， 对 一 切 x,x"s 区 0 <X 一 x0 < 9 成 也 |fCo)- fool<s。 
先 证 必要 性 。 设 im, foO=A， 则 ve>0，36>0， 


vxoxe 全 0<x-xo<5 :| foO-4K5， fc-AKk5。 于 是 

| xD- 帮 xDEIAODI-AI+ADI-AKeo 
再 证 充分 性 。 任 意 选 取 数 列 {x, }，x > xo， lim xn = xo， 则 对 于 条 件 中 
的 56>0，3N，vn>N :0<x -mm<。 于 是 当 m>n>N 时 ， 成 立 
|f(ox- foojl<s。 这 说 明 函 数值 数列 {foo)} 是 基本 数列 ， 因 而 收敛 。 
再 根据 相应 的 Heine 定理 ， 可 知 Jim 1 Oo 存在 而 且 有 限 。 
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(3) lim fo 存在 而 且 有 限 的 充分 必要 条 件 是 对 于 任意 给 定 的 =>0， 
存在 X>0， 对 一 切 x,x"<-X， 成 立 |foo- foo]l<so。 
移 证 必要 性 。 设 Jim foO=A， 则 ve>0，3X>0，Vxx<-X : 
有 

| xD- 帮 xD)EIAODI-AI+ADI-AKeo 

再 证 充分 性 。 任 意 选 取 数 列 {x, }，lim x = -2， 则 对 于 条 件 中 的 式 > 0， 
3N，vn>N : x <-X。 于 是 当 mm>n> N 时， 成 芯 |f(x)- Flj<es。 
这 说 明 本 数 值 数 列 {fgx,)} 是 基本 数列 , 因而 收敛 。 再 根据 相应 的 Heine 
定理 ， 可 知 lm fo 存在 而 且 有 限 。 

15， 设 foo 在 (0+e) 上 满足 本 数 方程 K20= fc， 且 lim foo0=4， 证 

明 


太 (x) =A， Xe(0,+oo)o 
证 vxo s(0+c)， 利 用 foo = F29 得 到 fxo)= fo2"xo)， 由 于 


lim f(2"x)= lim foo0=A， 得 到 Foo=A，xs(0+o)。 
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习 题 3.2 连续 函数 


1. 按 定 义 证 明 下 列 酚 数 在 其 定义 域 连续 : 


(7y= (CD)y= sin 工 ; 
Sin X 

人 
1 X 一 0. 


证 〈1) 孙 数 =Vx 的 定义 域 是 D =[0+o) 。 设 xsD， 对 任意 的 =>0， 
取 5=2 所 >0， 当 |x*-xl<56 (xsD) 时 ， 成 立 
Vx- 上 lx 一 -xl<e， 
所 以 函数 y=vx 在 其 定义 域 连续 。 
(2) 画 数 y = sin 二 的 定义 域 是 D= COU(o+a)。 设 x seD， 对 任意 


的 s>0， 取 5-min | 路。 当 民 -|<5 时 ， 成 立 


工 


X  X0 


所 以 本 数 y=sin= 在 其 定义 域 连续 。 


1| | 一 zxo| 2|x 一 xo| 


XX 渴 
0 jxo| 


Sin X 
(3) mo| x ，x#0， 的 定义 域 是 D = (oo+o)。 由 于 四 守 <- 1 ， 
1 X=0 


可 知 函 数 在 x, =0 连 续 。 设 x 上 0， 对 任意 的 es>0， 取 
5 | 上 小 当 |x*-xo|<5 时 ， 成 立 


2(xo|+D 


sinx sinxo| |xosinx 一 xsin xo| jxolsinx- sin xo|+|sin xolx =- xo| 


X X0 xxo| jxxo| 


_ 20 


jx 


Sin X 
了 | 于。 和 在 其 定义 才 
1 X=0 


2. 确定 下 列 本 数 的 连续 范围 : 


Gy= tanx+cscx (yy = 


(3) y = 让 ; 作 y=[ 轩 mo ; 
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(5) y = 四 ， (9y = Sgn (Sin 站)。 
解 (1) U 径 |。 


KEZ 
(2) ulztz- 和 2kr+]。 
KEZ 2 2 
(3) (LUBB+oo)。 
(4) 区 lx>-LxeN+h 
(5) KeoOuo+aN| tkszkzoj。 
(6) U (kzr,(k+Dz)。 
KEZ 
3. 若 f(oo 在 点 % 连续 ， 证 明 请 (o 每 | Fo | 在 点 x% 也 连续 。 反 之 ， 若 
f2z(90 或 | foo| 在 点 x 连续 ， 能 否 断 言 foo 在 点 x 连续 ? 
解 设 fo 在 点 xm 连续 ， 则 Yo<e<1，36>0，Yx(x-xol<5)， 有 
1faO=- foojl<s， 同 时 还 有 |foo+ fxol<1+2f(xol， 于 是 成 立 
1 户 00=- 挛 coj=[KfoO+ fo)CCO- Fooj<G+2fCojhs 
从 
1fCoI-1foo)lslfCO- foojl<e， 
这 说 明 六 (Oo 慎 |foo| 在 点 x 也 连续 。 
反之 , 名 广 (0 或 |f0o0| 在 点 连 续 , 则 不 能 断言 fo 在 点 x 连续 。 
例如 = “在 点 =0 不 连续 ,但 户 (9 或 |1C9| 在 点 各 = 


是 连续 的 。 

4. 若 foo 在 点 内 连续 , g(o 在 点 x, 不 连续 , 能 否 断言 fo0g(o 在 点 x 不 
连续 ? 

又 若 fo 与 g0o0 在 点 x 都 不 连续 ， 则 上 面 的 断言 是 否 成 立 ? 

解 ee 连续 ，g(Co 在 点 x, 不 连续 ,不 和 二 fo0g(00 在 点 x 
不 连续 : 例如 fCo =0 在 点 x =0 连 续 ，9g(9O= 人 “在 点 和 =0 不 连 


续 ， 但 foog(Co=0 在 点 x =0 连 续 。 
又 大 fo 慎 g00 在 点 xm 都 不 连续 ， 也 不 能 断言 fa0g00 在 点 x 不 
连续 :例如 foo = 二 “在 点 和 -0 不 连续 ，g(o - “在 点 am=0 
不 连续 ， 但 人 


5. 若 19 在 [ra 上 连续 ， 则 max {19} 年 min{f /9} 在 [row 上 连续 ， 


) 


44 


max{j 9}=max{tfooO，9(00)}，xs[ab] ， 
min {f 9q9}=min{tFo，9o0)}+，xesrab]。 
证 由 访 9 在 [上 的 连续 性 ,可 知 |foo -go9l 在 rw 避 上 连续 ， 利 用 等 
起 
maxff9j= 了 [1C0+9C0+|FC0-90oj， 


minf 太 gj= 了 foO+g00-|FCO-g0oh， 

即 得 到 max { 1,9} 与 min{f /1.9} 在 [ww 雪上 的 连续 性 。 
6. 若 对 任意 8>0，f 在 [a+5,D-5] 上 连续 ， 能 和 否 得 出 

(人 太 在 (0 上 连续 ? 

(2) F 在 [ab 上 连续 ? 
解 (1) 能 。(2) 不 能 。 
7. 设 lim foO=auw>0，lim go0= B， 证 明 : lim Foox2= as ; 并 求 下 
列 极限 : 


(于 记 [ 写 王 记 O) 1 加 
x 一 oo\X 一 1 >"\X 一 工 
日 四 [于 ”no 儿 加 [5 
asina "> \]) 一 工 


(5) lim an 十 加 汪 
mo 4 
证 由 于 lim[g(OIm fool]= Cimwc， 利 用 指数 本 数 的 连续 性 ， 得 到 


lim F(0x909 = lim eg9COn1o0 = epmc = wp。 
2 5X0 X 一 >X0 


(1) IE 三 


x-L | x1 
区 7 ER 
(2) CE | | =e2。 
X 一 00 X 一 X 一 >o0 X 一 
Sin X-Sin Q 


汪 . . Sina (x-a)sina 
2 Sln X 1]x=-a 。 SInX 一 SInGQ sinx-sina 
(3) | - ] = lim [| = ec 。 


x-a\Sina x->qa Sin da 
(x+1)7m 
mL | ml 
。 刀 .十 X X 十 X+1 
(4) lim = lim ||1+ = ec。 
n-~>o\7 一 1 7 -oo ]) 一 工 
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8. 指出 下 列 画 数 的 不 连续 点 ， 并 确定 其 不 连续 的 类 型 : 


六 1 . 

( 代 yY 三 一 CIyY= [sin= 》 

人 (0y=[2x] -2[x] ; 

全 (60y= xln"|lx| ; 
，、，_ VL+3x-1 . 

7 人 


sin 二 ， 2 (P,9q 互 质 ，P > 0)， 
也 
0， X 为 无 理 数 . 


) 王 
0， ”x 为 无 理 数 ; 邮 > 


解 〈1) x=1-2， 第 二 类 不 连续 点 。 
(2) x=kksZz,kz0， 第 一 类 不 连续 点 ; x=0， 第 二 类 不 连续 点 。 
(3) x=kr(ksZkz0)， 第 二 类 不 连续 点 ; x=0， 第 三 类 不 连续 点 。 
(4) x= 了 KKs 人， 第 一 类 不 连续 点 。 
(5) x=0， 第 三 类 不 连续 点 。 

(6) x=0， 第 三 类 不 连续 点 。 
X=0， 第 一 类 不 连续 点 ; X= 工 ， 第 三 类 不 连续 氮 -; X= 一 |， 第 


Sin 7x， x 为 有 理 数 ， 
(9)y = | 


(8) x=0， 第 三 类 不 连续 点 。 
《9) 非 整 数 点 ， 第 二 类 不 连续 点 。 
《10) 非 整 数 有 理 点 ， 第 三 类 不 连续 点 。 
9. 设 fo 在 (0+o) 上 连续 ， 且 福 足 F0ox) = foo ，xe(0+ol) ， 证 明 Fo 
在 (0,+o) 上 为 第 数 酚 数 。 
1 


1 
证 vxes(0+o)， 利 用 fox) = foo 得 到 foo = fx> )， 由 lim xz? 三 二 
1 


六 (x) 的 连续 性 ， 得 到 F(x) = lim fx2 ) = 1 丰 0D。 
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习 题 3.3 无 穷 小 量 与 无 穷 大 量 的 阶 


1. 确定 a 与 w， 使 下 列 各 无 穷 小 量 或 无 穷 大 量 等 价 于 (~) ax” : 
(1) UOOD)= 六--3x +2x，(X 一 0，X 一 Co) ， 


X5 十 2X“ 


3x4 一 X3 


(2) uC = 


X 一 >0， X 一 >CO) 


(3) uCx) = Vxa + ax (x 一 0+，Xx-+co) ) 
(0 u0o0 = + COc0+，x>+oo) ; 
(5) uCx) = VLI+3x - ML+2x (x>0，x 一 >+co)] ; 
(6) uCOO = Vx2+1 -X (x+co) ; 
(Duo = VEHX - 忆 Gc0H | 
(9) ao0 = VL+xVX -er (0+) ; 
(9) uC = ln cos x - arctan x? (x->0) ; 
(10) uCx) = Vi+tanx - VI-sinx (xx 一 0)。 
解 (1) wu 一 2x3(x- 0) ;uo0 一 x5(x->oo。 


(2) uC 一 -2xT(x->0) wx 一 xc 


2 3 

(3) uCx) 一 X3 (x 一 0+) ;) uCooO 一 x2 (x->+oo)o 
1 工 

(4) U(X) 一 X8 (X 一 0+) ， U(X) 一 X2 (x 一 +oo)。 


于 


(5) wx 一 2x(x 一 0 ， uCx) 全 V3x2 (x 一 +oo)o 


(6) ugo 一 了 (x 一 +oo]。 


工 


(7) uo0 一 x2 (x 一 0+)。 
(8) uC 一 -2x(x->0+)。 
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(9) ug 一 -3 (xX 一 0)。 


(10) uoo0 一 x(x->0)。 


2. (1) 当 x+co 时 ， 下 列 变 量 都 是 无 穷 大 量 ， 将 它们 从 低 阶 到 高 阶 进 
行 排列 ， 并 说 明理 由 。 
ax (ao>1D，x， xx (wa>0)， mex (>0， [1 
(2) 当 x-0+ 时 ， 下 列 变 量 都 是 无 穷 小 量 ， 将 它们 从 高 阶 到 低 阶 进 
行 排列 ， 并 说 明理 由 。 


1 


人 晤 ” om( (>0)。 


解 〈1) 当 x 一 +co 时 ， 从 低 阶 无 穷 大 量 到 高 阶 无 穷 大 量 的 排列 为 
mxex (0)，xe (wa>0，ar (ao>1D，[5 xzs 


C 荣 Pm+1 1 1 
(n+ 了 < 了 


证 明 : 设 m<x<n+l, 则 0< 二 -< 
QQ am [x]! 7 X“ P7 


da 1 C 
状语 且 -0 年 lim no -0， 即 得 到 lim 二 = 0， 
九 X 一 >+oo QI 


一 >oo a7 n->o 1 


X 天 
lim 2_ -0， lm 区 一 0 同时 也 得 到 Dim 了- -=-0 (=no。 


n->o [X]! 1 (e“ )7 


(2) 当 x 一 0+ 时 ， 从 高 阶 无 穷 小 量 到 低 阶 无 穷 小 量 的 排列 为 


人 1 人] (>0)。 


证 明 : 合 y= 二， 则 当 x-0+ 时 ， 有 y -> +o。 参 考 (1) 的 排列 即 可 得 
到 (2) 的 排列 。 
3. 计算 下 列 极限 : 
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(1 V1+Xx-a1L+2x2 . OO) 1-- Vcosx 


m im 
党 In(L+3xX) ， ”xc 工 一 EN 


3) lim (Vx+Vx+Vx -Vx) ; (4 lim (V1+x+x 人 


X 一 > 十 00 


O im 一 (as0i (O lim 2 (a>0) ; 

O 种 xn- 人 im (ao>0| 

(9) lim (x+e“x dl lim [ce ， 

(由 limm (%x- 了) (GX>0) ， d2 lim mx - 吧 x) (>0)。 
解 (TD) im VLTX 一 3a1+2x2? (VL+x-D-(G1L+2x2 -1T 

x20 InL+3o xm ln(L+ 3x) 
T 
> 量 
X->0 3X 
工 .2 

《站 本 测 工 一 VCOSX _ 1 工 一 COSX -Im 2 二 


im 一 一 一 一 一 一 一 
xcosMVX “0 (人 L-cosVx)(L+Vcosx) 5xQ+ Vcosx) 


(3) Jim 人 X 十 x+AX x -Vx)= lim es i om 三 


(4) Jim (V1+x+x - VI-x+x2)= lim 2 =1o 


人 是 证 二 X 十 X2 


(5) lim -lm 人 lim ee alnao 
x-X XXX 一 以 X 一 CQ X 一 以 X 一 >C X 一 
da 
人 a cln(+ ) 
(6) lim 三 下 证 过 必 lim 
X 一 > Q XXX 一 Q@ X 一 QQ X 一 QQ X 一 QQ X 一 Q 
，  X 一 aq 
a2aw . 
= lim | 和 aa2-。 
X->a X 一 Q 
n+ 一 ) 
(7) limx(mn(G+oO-Inx)= lim < 二 和 
区 一 > 工 
X 
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〈8) 


〈9) 


(10) 


(11) 


(12) 


nx 一 na 1 
1 lim 全 :全 洛 
X 一 > Q 区 Q X 一 >Q X 一 Q da 
1 1 1 


lim (x+e)x =lim(L+x+ex-Dx=lmn(+2ox=e2。 
X 一 0 X 一 0 X 一 0 
I 


1 
和 2 1 委 让 
Jim 区 一 阐 = lm [ (-cosX) = | = jlim ( 改 X” 尼 =e- 
2 X 一 0 2 X->0 


X 一 0 


1 
一 InX 
limPn(%x-1T)=1lmne" -1D= 访 本 三 这 二 =lnxo。 
Pm 一 oo 一 >oo 一 oo 刀 


工 1 

一 ]nX 一 一 ]nx 
lim m (SA/x = "xx ) = 1im re 一 了 一 (en " 
< 1 一 >oo 
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习 题 3.4 闭 区 间 上 的 连续 函数 


1 证 明 : 设 本 效 100 在 w+) 上 连续 ， 且 lim foo =A 《有限 数 )， 则 
fo) 在 [w+o) 有 界 。 
证 由 lim fooO =A(〈 有 限 数 )， 可 知 3X >a，vYx>X :|fo0-4<1， 即 
A-1< fo0<A+l。 再 由 fo 在 财 区 间 [aX] 上 的 连续 性 ， 可 知 foo 在 
[aoX] 上 有 界 ， 即 vxes[aX]l : |foql<B 。 仿 M=maxfB,A+1 ， 
m=min{-B,A- 雪 ， 则 vxs[law+oo)， 成 立 m< FoO<M。 
2. 证 明 : 若 函 数 foo 在 开 区 间 ( 忆 上 连续 ， 且 Ka+) 和 Xp-) 存 在 ， 则 
它 可 取 到 介 于 Ka+) 和 jp-) 之 间 的 一 切中 间 值 。 
证 分 
ff xs 
1OI=1Ha+)  x=a， 
fb-) 。 x=b 
则 foo 在 朵 区 间 [o 忆 连续， 不妨 设 fa+) < fo-)， 由 闭 区 间 上 连 
数 的 中 间 值 定理 ， 可 知 fo 在 闭 区 间 [oo 上 可 取 到 [Fan, fo 上 的 
- 切 值 ， 于 是 foo 在 开 区 间 (o 忆 上 可 取 到 介 于 Ka+) 和 Xp-) 之 间 的 一 
切中 间 值 。 
3. 证 明 : 知 财 区 间 [o 四 上 的 单调 有 界 本 数 fo 能 取 到 XO 和 大) 之 间 
的 一 切 值 ， 则 foo 是 [ao 上 的 连续 函数 。 
证 采用 反 证 法 。 不妨 设 fo 单调 增加 。 各 es (oa 虽 是 fo 的 不 连续 氮 ， 


则 FD) 与 FEH) 都 存在 ， 且 fo xs FE-)< fs Fo， 于 是 foo 取 不 
到 开 区 间 (fe-), fc 中 异 于 Fo 的 值 , 疆 条 件 矛 盾 若 x=a 是 foo 的 


不 连续 点 ， 则 fab) 存在 ， 且 Fo < fa+) sx Fo， 于 是 foo 取 不 到 开 区 

闻 (fo, fat) 中 的 值 ， 也 等 条 件 矛 后 ; 同样 可 以 证 明 x=b 也 不 可 能 
fo 的 不 连续 点 。 

4. 应 用 Bolzano-Weierstrass 定理 证 明 闭 区 间 上 连续 函数 的 有 界 性 定 
理 s 

证 采用 反 证 法 。 设 foo 在 财 区 间 [a 四 上 连续 ， 但 无 界 ， 则 存在 点 列 

ft) srab， 补足 |foojj>n， 即 lim fox)=m。 由 Bolzano-Weierstrass 

定理 ， 存 在 子 列 tkwj，lim xw =*#， 且 #e[a 茹 。 因 为 fo 在 点 * 连 续 

所 以 有 1lim fw)= 1 约 ， 导 lm foo) = 产生 矛 眉 。 


5. 应 用 闭 区 间 套 定理 证 明 零 点 存在 定理 。 
证 设 foo 在 团 区 间 [a 切 上 连续 ， 且 fwfo<0， 不 妨 设 ac=a，b=b， 


帮 w<0， 帮 DD)>0o。 


如 果 fa -0， 则 定理 得 证 。 如 果 /Gdm) <0， 则 兮 o 2 


D, = 已 ; 如 果 1 > 0， 则 邻 o = ai， 六 = 一。 


如 宁 而 定 5 =0， 则 定理 得 证 。 如 果 本 5 <0， 则 仑 元 三 az +D2 


和 


这 样 的 过 程 可 以 一 直 进行 下 去 。 如 果 存 在 某 个 K， 使 得 Fe) 


则 定理 得 证 ; 如 果 不 存 在 某 个 k， 使 得 /CC =0， 则 得 到 一 个 于 


区 间 套 fa,,o】， 满 足 fo)<0， Fu)>0。 由 闭 区 间 套 定理 ， 可 知 存 
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在 唯一 属于 所 有 闭 区 间 [o,o] 的 点 汪 , 且 lima = lmb =*。 再 由 70 在 

点 < 的 连续 性 ， 可知 1G) = lim fo)<0 和 与 fG9) = lim fb)>0， 从 而 得 到 

f(9]=0， 和 定理 得 证 。 

6. 证 明 方 程 x=asinx+b (aub>0) 至 少 有 一 个 正 根 。 

证 他 foO=x-asnx-b， 则 Foo 在 [oro) 上 连续 。 取 4A>a+b， 则 
f(0)<0，Ff(4 >0， 由 零点 存在 定理 ，foo 在 (0,A 上 至 少 有 一 个 根 。 

7.， 证 明 方 程 +px+q=0 〈(p>0) 有 且 仅 有 一 个 实 根 。 

证 分 fo0=x+px+q， 则 Foo 在 Co+oo) 上 是 严格 单调 增加 的 。 由 
Jim fo0=-2，Jim fo0=+to， 易 知 fo 在 (Co+o) 上 有 且 仅 有 一 个 


实 根 。 
8. 证 明 : 
(GD) sin= 在 〈0.1) 上 不 一 致 连续 ， 但 在 (a1D)(ao>0O) 上 一 致 连续 ; 
(2) sinx: 在 (-o,+oo) 上 不 一 致 连续 ， 但 在 [0,A] 上 一 致 连续 ; 
(3) 上 在 [om) 上 一 致 连续 ; 
(4) In x 在 +o) 上 一 致 连续 ; 
(5) cosVx 在 [0,+o) 上 一 致 连续 。 


证 江 D 生 人 ， xx ->0， 但 
九 克 


] 克 十 一 
也 


-1， 所 以 sin- 在 (0.1) 上 不 一 致 连续 。 


二 | 
Sin 一 一 Sin 一 - 


Xm 刀 


在 (cD (ao>0) 上 ,ve>0, 取 56=aze>0，Vxx es(aD， 风 -xz|<6， 
成 立 


， 工 中 
sin 一 一 Sin 一 - 
1 %2 


1 1 
| 


| 一 za| 
< < 一 -< 
X1  X2 


过 2 
| 


2， 


所 以 sin= 在 (oD (o>O 上 一 致 连续 


冯 


(2) 在 -+ol) 上 ， 仿 x = JJnzr+ 二 ，X =vVnzr， 则 x -x 一 0， 但 


Sin (x 一 Sin (人 ， 
所 以 sinx: 在 (-o,+oj) 上 不 一 致 连续 。 


在 [0,A 上 ，vVe>0， 取 5= >0，Yaxo sl 有 ， 隐 -zx|<9， 成 


性 


三 和 5 


了 
sin 守 -sinxz< 阳 一 <24xa 一 zo| <e， 
所 以 snx: 在 [0,A] 上 一 致 连续 
(3) ve>0， 取 5= 人 时 >0，VYxx s[0+o， 罗 -xl<5， 成 这 
Vs - 人 E 和 Jl-zo| <e， 
所 以 Vx 在 [0,+c) 上 一 致 连续 


(4) ve>0， 取 5=se>0，VYxx st+to，0<x-x <5， 成 也 


人 


所 以 nx 在 [+o) 上 一 致 连续 
(5) ve>0， 取 5= 纪 >0，vYxex e+oj， 罗 =-x|<5， 成 立 
区 < 网 < 师 - 林 <e 
所 以 cosVx 在 [0,+) 上 一 致 连续 。 
9. 证 明 : 对 椭圆 内 的 任意 一 点 P， 存 在 椭圆 过 P 的 一 条 弱 ， 使 得 P 
是 该 苞 的 中 点 。 
过 点 作 弦 ， 设 弦 与 x 轴 的 夹 角 为 0，P 点 将 苞 分 成 长 度 为 (9) 和 
1(9) 的 两 线段 ， 则 Fro) =4(O0)-129) 在 [0,z] 连 续 ， 满 足 fo =- ， 于 


mx -xz|= < | 国 一 x| <2， 
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是 必 有 bo s [0,z]， 满 足 fbu) =0， 也 丈 是 1(o) =1(Oo)。 
10， 设 本 数 foo 在 [0,2] 上 连续 ， 且 Ko) = X2)， 证 明 : 存在 xys[02]， 
y-x=1， 使 得 foo = fo)。 
证 令 FooO= fx+D-foo， 则 Fo 在 [ol 上 连续 ，FO =-F(O)， 于 是 必 
有 xu s[01， 满 足 F(x)=0。 令 y =x+1， 则 xy es[02]，yo 一 x0 =1， 
使 得 fxo) = foyo)。 
11. 若 函 数 fCo 在 有 限 开 区 间 (o 上 一 致 连续 , 则 foo 在 (c 妃 上 有 界 。 
证 由 foo 在 (已 上 一 致 连续 ， 可 知 Fat)， FoD) 存 在 且 有 限 。 今 
ff xs(o 
间 oO=1fa+)  x=a， 
f(b-) 。 x=Db 
则 Fo 在 闭 区 间 [a 刀 连续 ， 所 以 fo 在 rw 嫂 有 界 ， 因 此 Fo 在 (上 
有 界 。 
12. 证 明 : 
(1) 某 区 间 上 两 个 一 致 连续 函数 之 和 必定 一 致 连续 ; 
(2) 某 区 间 上 两 个 一 致 连续 函数 之 积 不 一 定 一 致 连续 。 
证 (1) 设 函 数 fo ，g0o0 在 区 间 T 上 一 致 连续 ， 则 ve>0，36>0， 
0 成 立 |foO- fool< 3， ecOD-gcol< 了 >， 于 是 
[fooJ+g(COD1-[FGx DJ+g( <e， 
所 以 foO+g0o0 在 区 间 I 上 一 致 连续 。 
(2) 设 foo=gco=x， 区 间 T=[o+o， 则 foo ，g0o 在 区 间 7 上 一 致 
连续 ， 但 foogCo =x 在 区 间 7T 上 不 一 致 连续 。 


13. 设 函 数 foo 在 [ao 上 连续 , 且 foo z*o,xsra 芭 ,证明 foo 在 [ao 上 


恒 正 或 恒 负 。 
证 设 fo 在 [ra 熙 上 不 保持 定 号 ， 则 存在 x,x's[ao (不 妨 设 x<x)， 
使 foo 导 foo 不 同 号 ， 由 闭 区 间 上 连续 函数 的 中 间 值 定理 ， 必 定 存 
在 5s[x,x"]， 使 得 (的 =0， 这 就 产生 矛盾 ， 所 以 foo 在 ro 上 必定 恒 
正 或 恒 负 。 
14， 设 本 数 foo 在 [rw 届 上 连续 ，a<x <x <…<x <b， 证 明 在 [ra 避 中 
必 有 <*， 使 得 


1 ee fCo)+…+ Fo]]。 
证 ”根据 于 区 间 上 连续 函数 的 中 间 值 定理 , 财 区 间 上 连续 范 数 一 定 能 
取 到 最 大 值 和 最 小 值 之 间 任 何 一 个 值 。 由 于 

min{fCO} < 一 [Fo)+ fCo)+ Oo]js max{fCO)， 

所 以 在 [wo 中 必 有 < 上， 使 得 

1 加 = -IfoO+ fo)+ + HG。 
15， 若 本 数 fo 在 [oa+z) 上 连续 ， 且 lim 1f(0o0 =A( 有 限 数 )， 则 fo 在 

[a+oo) 上 一 致 连续 。 

证 由 lim fo0=4，ve>03X>avxx>X:foO- fool<es。 由 于 1 
在 lwX+1 连 续 ， 所 以 一 致 连续 ， 也 丈 是 


30<O <1 Vx',x"e |[a,X + (zx <O): |FCx)- fx <<。 于 是 


VXxX',X'"E |a,+oo) (zx 一 zx < 0O): 三 (x) 一 fx <Eo 


第 四 章 ” 敏 分 
习 题 4.1 微分 和 导数 
1， 半 径 为 lcm 的 铁 球 表面 要 镀 一 层 厚 度 为 0.01cm 的 铜 ， 试 用 求 微 


分 的 方法 算出 每 只 球 需要 用 铜 多 少 克 ? “( 铜 的 密度 为 8.9g/cms。 ) 
解 球体 积 V -mr?， 每 只 球 镀 铜 所 需要 铜 的 质量 为 


m= OAV =401r2Ar =<1.12 g。 
2.， 用 定义 证 明 ， 本 数 y= Myxz 在 它 的 整个 定义 域 中 ， 除 了 x=0 这 一 
点 之 外 都 是 可 微 的 。 
证 当 x=0 时 ，Ay=aMAx 是 Ax 的 低 阶 无 穷 小 ,所 以 y= ae 在 x=0 不 可 
微 。 当 xz=0 时 ， 
Ay= 引 x+AgO -ae =GxTAX+ | 


x+ Ax 赤 Ax+oAw， 
SR Ax)2 + 引 x 引 x+AxX+ 


所 以 y= yx: 在 xz*0 是 可 微 的 。 


习 题 4.2 导数 的 意义 和 性 质 


1. 设 fx 存在 ， 求 下 列 各 式 的 值 : 


() lim 三 xo 一 Ax) 一 三 xo) 。 
Ax->0 Ax 


人 的 写 Ne 


X 一 >X0 X 一 X0 


(3) lim 帮 (xo + 力 ) 一 ER 


Ph 一 0 太 


: 帮 xo-AO-(x) : 帮 xo+CAO) 一 Axo) 1 
解 (ea AR 万 (xo) 。 


三 xo +(X 一 X0)) 一 三 xo) 


(2) [二 lim = 三 (xo)o 
X 一 >X0 X 一 X0 X 一 X0 一 0 X 一 X0 

(3) lim 三 (x。 十 内 一 三 (xo 一 用) 
户 一 0 六 
-lim 上 一 上 >xo) lim 上 一 1xo)_， 3 


2 U 山 用 定义 求 抛物 线 y = 2x2+3x -1 的 导 丁 效 ; 

JW) 求 该 抛物 线 上 过 点 (-1-2) 处 的 切线 方程 ; 

G) 求 该 抛物 线 上 过 点 (-2.D 处 的 法 线 万 程 ; 

4 问 该 抛物 线 上 是 否 有 (wb ， 过 该 点 的 切线 生 抛 物 线 顶 氮 年 焦 
点 的 连 线 平 行 ? 


解 (因为 世 -20 3 3 上 =4xT3+2Ax， 所 以 


广 (9 -lim 亿 =4x+3。 
(2) 由 于 PCD=-1， 切 线 方程 为 y=-1.[x-(CD]+(-2)=-x-3。 
(3) 由 于 六 C2)=-5， 法 线 方程 为 y= -二 -CC20+1= 
(4) 抛物 线 顶 点 年 焦点 的 连 线 平行 于 y 轴 ， 即 斜率 为 无 穷 大 ， 由 (可 


知 不 存在 x， 使 得 Poo =w， 所 以 这 样 的 扣 (ob) 不 存在 。 
3， 设 fo 为 Coo+o) 上 的 可 导 函 数 ， 且 在 x=0 的 某 个 邻 域 上 成 也 
fd+sina-3fd-sinx=8x+w(x)， 
其 中 c(90 是 当 x 一 0 时 比 x 高 阶 的 无 穷 小 。 求 曲线 y = foo 在 (FOOD) 
处 的 切线 方程 。 
解 记 FCoo= fd+sin0-3fd-sina)， 可 得 limFCO=-2fD=0， 即 fD=0。 


由 lim oo - lim 一 = 等 
X 一 > X X 一 0 


x->0  X Sin X Sin X 


四 2- 四 | FL+sinX)- 厂 GD) -38 吕 FU=-snx)- 厂 D |- 4 ， 
X 一 0 X 5 

得 到 fO =2。 于 是 曲线 y = fo 在 (Fa) 处 的 切线 方程 为 y>=2(x-D。 
4. 证 明 : 从 椭圆 的 一 个 焦点 发 出 的 任 一 东 光 线 ， 经 椭圆 反射 后 ， 反 


射 光 必定 经 过 它 的 另 一 个 焦点 。 〈 见 图 4.2.5) 


证 设 椭圆 方程 为 


+ 力 - Q>zDb>0， 焦点 坐标 为 


( 士 c0), c = Va- 一 六 O 假设 (x，， y) 为 椭圆 
上 任意 一 点 ， 当 ” =0 时 结论 显然 成 立 。 现 设 y”y” * 0， 则 过 此 点 的 切线 


审 x、 


侍 素 为 an0 = -与 (x, y) 与 焦点 Cec0 连 线 的 斜率 为 tanb, = 
4 yo 多 


》 
0 十 C 


此 连 线 与 切线 夹 角 的 正切 为 K-= 姻 和 -如 4 。 利 用 co -0 - 呈 和 


1+tangtan0 


轧 + 准 -1 代入 计算 ， 得 到 


2 
Jo ，P 
人 为 +C ay ay+DH+TCOD acCOD 
三 
1 一 Jo 了 X0 (a 一 )xoyo +a Gy C Xoyo 十 Q Gyo cyo 


这 
x+TC aq yn 


Co, y) 与 另 一 焦点 (0 连 线 的 斜率 为 tn = -加 ， 此 连 线 与 切线 


xo 一 C 
夹 角 的 正切 为 
Do 为 
tan0-tan0 aq -CC cx 六 -0-D cx 人 一 ap 


1+tanOtan 0 1 yo xn 站 (a 一 D)xoyo 一 aq2cy。 C2X0yn 一 acy， Cyo 
2 一 cC aq 


由 于 两 个 夹 角 的 正切 相等 ， 所 以 两 个 夹 角 相 等 ， 命 题 得 证 。 

5. 证 明 : 双 曲 线 冰 =o 上 任 一 点 处 的 切线 年 两 坐标 轴 构 成 的 直角 三 
角形 的 面积 恒 为 2a?。 

证 假设 (x,y) 为 双 曲 线 上 任意 一 点 ， 则 xy =o， 过 这 一 点 的 切线 笠 


蕊 
谈 为 y|。 一 _yo ) 切线 方程 为 


0 X0 


一 Yo0 =-2 如 (x-x)， 


0 


易 得 切线 告 两 坐标 轴 的 交 氮 为 (27) 和 (2xu0)。 切 线 告 两 坐标 轴 构 成 
的 直角 三 角形 的 面积 为 
9 = 了 (2yo)C2xo) =2xoyo 二 2a 。 


6. 求 函 数 在 不 可 导 点 处 的 左 导 数 和 右 导 数 。 


(WU y=lsinx| ; (C) y=VL-cosx 
Gy=e-rl ; 人 出 y=lin(x+D|， 


解 (1) 对 y= foo=lsnx|， 当 x=0 时 ， 
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m [spnAx|l-|sn0|_ Sin Ax 


人 NO， 
证 由 本 人 古训 ee 
人 x Ax 一 0 一 人 x 


所 以 x=0 是 不 可 导 点 。 W。 又 十 于 硬 归 /时 同期 为 "的 而 所 有 不 可 导 


点 为 x=kzr (kesZ)， 且 广 (km=-1， 疡 (kz)=l。 
(2) y= fooO=VL-cosx = 2sim 了 =V2 sin， 由 (1) 可 知 不 可 导 点 
.7 和 


为 x=2Kkz (KesZ)， 且 经 计算 得 到 3 二 


(3) y= fo =em 不 可 导 点 只 有 x=0， 且 


一 1 5  e 和 一 1 
/六 (0) = lim < 所 二 | 人 


Ax 一 0+ 


(4) y= foO=In(x+ll 不 可 导 扣 只 有 x=0， 且 


FOOD- 人 本 站 InCAx+D -1 ， 
人 x 工 总 号 0 人 x 

FUO- noc- -ml_ Jin 二 InCAx+D _ 二 
一 人 x Ax 一 0-- 人 x 


7， 讨 论 下 列 函 数 在 x= 0 处 的 可 导 性 : 


xl sinl(a>0) xz 尖 0， 这 与 X > 0， 
U | 蕊 二 


0， X=0， ax 十 D，XxX<0; 
(3) xe"  ，X>0， (小 X 关 0， 
由 axX2， X<0， 有 0， xx-0 
入 
解 (1) 问世 - 好 一 全 -加 lfsan(eosnlj-0， 所 以 函数 
Ax->0 AX 。Ax-0 Ax Ax->0 X 


在 x=0 可 导 。 
(2) 如 果 函 数 在 x=0 可 导 , 则 必须 在 x=0 连 续 , 由 fo+) = Fo) = 


和、 ， 至 
可 得 bp =0。 当 5 = 0 时 ， 1 二 全 广 (0) = lim 0 
Ax 一 0+ 人 x Ax 一 0-- 人 x 
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故 当 a=b5=0 时 函 数 在 x=0 可 导 ， 其 他 情况 下 函数 在 x=0 不 可 导 。 


G3) 由 于 放 OO = 网 各 -1，FO- 加 -oz 六 O， 


故国 数 在 x=0 不 可 导 。 
(4) 当 a>0 时 西数 在 x= 0 不 连续 ， 所 以 不 可 导 ; 当 a<0 时 ， 


Q 


四 苷 -im 和 0 =0， 所 以 当 a<0 时 函数 在 x=0 可 导 。 


Ax-0 人 X Ax 一 0 


8 设 fo 在 x=0 处 可 导 ， 在 什么 情况 下 ，17(0o0I 在 x=0 处 也 可 导 ? 
解 当 fOz0 时 ， 不 妨 设 fo0>0， 则 在 x=0 的 小 邻 域 中 有 foo > 0， 
故 |fCaOF Fo， 所 以 |fool 在 x=0 处 也 可 导 。 

当 f(O0=0 时 ， 由 于 


| 8 oo | 一 | 2 
X 一 0 X 一 0 


Sgn X， 


分 别 在 x=0 处 计算 左 、 右 极限 ， 得 到 | fool 在 x=0 处 的 无 导数 为 
-|fY01， 右 导数 为 | f(0)1， 所 以 |fool 在 x=0 处 也 可 导 的 充分 必要 条 
件 是 fo) =0。 


9. 设 foo 在 [ao 妇 上 连续 ，F(o= fo=0， 且 产 (0: 产 o>0， 证 明 Fo 
在 (a 吕 至 少 存在 一 个 雾 点 。 

证 ”由 题 设 知 六 ao) 和 户 (o) 同 号 ， 不 妨 设 两 者 都 为 正 数 。 由 于 

FO= -lm 和 >0， 可 知 存在 x (ao<x < 让 ， Fox)>0。 

同 理由 于 太 g= 名 才思 =- 闻 才 >0， 可 知 存在 如 (<x < 

f(xw)<0。 过 天 而 训 的 二 竹 作 中 天 函数 fo 在 x,x 之 间 有 零点 。 

10， 设 fCoO 在 有 限 区 间 (a 忆 内 可 导 ， 
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( 若 Iim fco=m， 那 么 能 否 断 定 也 有 lim PCO=m ? 
DO) 若 im Fo=w， 那 么 能 否 断 定 也 有 im 1 =a ? 


解 〈1) 不 一 定 。 反 例 : CO = 二 +cos 二 ， Qa=0， Jim 1oO=+oo， 


广 (0 SN lim 六 (oo =o 不 成 立 。 
X X X 一 >0 十 


0 六 不 三 定 盖 反例 下 坷 号 三 夯 大 闻 国 三 壮 富 3455 而 
X 一 0 二 x0r 2\/x 


lim 太 (x)=0=#ooo 
11. 设 函 数 foo 满足 Fo) =0。 证 明 fo 在 x=0 处 可 导 的 充分 必要 条 件 
是 : 存在 在 x=0 处 连续 的 范 数 Co ， 使 得 foo = xc ， 且 此 时 成 


-一 


了 FoO=g(0。 

证 ”充分 性 。 直 fo 可知 误 0=A0 -inao0, 故 7 在 
X 一 >0 X X 一 0 

x=0 处 可 导 ， 且 成 立 fo0) =g(0)。 


(X) 
必 鞭 任 - 省 5 轴 本 下 省 乓 省 
广 (0)， x=0 


四 g0=imd2 -=-fO=go0， 即 900 在 x=0 处 连续 。 
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习 题 4.3 导数 四 则 运算 和 反 画 数 求 导 法 则 


1. 用 定义 证 明 (coSxX)' = 一 Sinxo 
证 由 于 


COS(X 十 Ax) 一 coSX = -2Sin(x 十 多 Sin 尝 5 


根据 sin x 的 连续 性 和 sin( 么 演 (Ax->0)， 可 知 


，Ax 
Sin -一 
十 Ax) 一 Ax 
让 CC ) “< -lim Sin(x+ -一 ) lim 2 =-sinxo。 
Ax->0 Ax Ax->0 DAx0 Ax 
2 
2. 证 明 : 
() (cscx)' = -cot xcscX ， (2) (cotx)' = 一 csc“X ) 
1 1 机 1 1 。 
(3) (arccosx)' = 一 地 ， (4 (arccotx)'=-- 本 ， 
工 一 X 工 十 X 


(6) (th = (cthx)' = 一 一 
1 一 X 


工 1 1 
(5) (ch x)' = 和 


解 (1) | | - 人 COtXCSCXo 
Sin X Sin X Sin X 
1 六 
(2) cooo'-| 1 | E 人 三 人 王 = 一 csc xXo 
tan X tan X tan X SI X 
1 
(3) (arccosx)'= (二 -arcsinx)'=- 6 
“ 1 一 X” 
(4) (arccotx)'=( 开 -arctan xj'=- 2 本 o 
2 1 +X 
1 1 1 1 
(5) (ch x)' = < 人 一 O 
(chy)” shy jchzy-1 Vx-1I 
1 1 1 1 


(6) (th-o0' = 


》 


(thy)' 四 sechzy 1-thzy 区 
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工 工 工 工 


(cth yy ”cshzy cth2y=1 1 


3. 求 下 列 画 数 的 导 画 数 : 


(cth xx)' = 


WU Foo=3sinx+lnx-wVx (2) Foo =xcosx+x2+3 ) 
(3) foo0=(x2+7x-5)sinx ; (4 Foo=x 妆 (3tanx+2secx) 


2SinX 二 X 一 2x 。 


(5) 1CO=esinx-4eosx+ 天 (6)】 f(x) = 


\ 本 1 _XsinX 一 2lnx . 
WO CR 
\ x+cotx . xsinX+cosxX . 
(9) 1 = 一 一 ) 川 机 ee 二 
Inx XSinX 一 COSX 
(Fo = (ex+log, xjJarcsinx ) (2 foo =(cscx-3mxxzshx ; 
\ _X+SecX 。 \ _X+SiDX 
二 Rs 册 710 arctanX 


解 〈D) 有 
X 2Vx 


(2) POCO = xcosx+ x(cosxJ+(x2)4(3) = cosx 一 xsinx+2xo 

(3) POCO=(2+7x-5)sinx+(x2+7x-5)Gsinxy， 
=(2x+7)sinx+(xX2+7X-5)cosx。 

(4) POCO =(x2)'G3tanx+2secx+x2(3tanx+2secxy 


=2x(3tanx+2secx)+Xx“(3sec" x+2tanxsecx) 。 


(5) P(x) =(e*J'sinx+ex(sin x)-(4cos Mr(C) 


到 


3 了 
人 生僻 


二 区 


《6) 疡 oO =(Cx+2sinx-2*5 xs3+(x+2sinx-2*)](x 3) 
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5 


2 区 肥 
人 “ 


=(1+2cosx-2 In2)x 


(2 So Snx- 一 1 
COx+cosxm2 (x+cosx2 
(xsinx-2lnx(Vx+D-(xsinx-2Inx(Vx+T' 
8 让 二 术 交 天 全 全 作 人 和 捉 玉 2 全 S 的 乓 生 IE 人 汉人 全 于 说 
(8) 三 (x) 人 
_ 20xsinx+x cosx-2CJx TD 一 MXCxsinx 一 2 鸭 
2x(WVx+DT? 
NE (+cotx)'nx-(Oc+cotx(dnx)) 


ln2 x 


(3x -csc xxXInx 一 X 一 cotX 


O 
Xln2 X 


2COSX 


(10) FPC =(GL+ 


XSinX 一 COSX 
_ (2cosxX) (xsinX 一 COSX) 一 2COSX(XSinX 一 COSX) 


(xsinx 一 cosx)” 


一 2(X+Sin XCosX) 


(xsinx-cosx2 “ 
(11) Poo = (ex+ log; x)'arcsin X+(e* +]1og; X)(arcsin xD) 


交 工 ， nx 1 
= (e 十 )arcsinXx+(e ”+ 一 一 ) 6 
xln3 In3 VJ1-x? 


(12) FPCo =(cscx-3Inx'xzshx+(cscx 一 3ln (xz2Jshx 
+(cscx 一 3]n xX)x“(shx)" 
= --(cot XCSCX 十 xeshx +(cscx 一 3ln x)(2x)shx +(cscx 一 3ln x)x2chx 
= -(xX“* cotxcsCX+3x)shx+x(cscx 一 3ln x)(2shx + xchx) 。 


【人 


(xX 一 cscox)” 


_ (+tan xsecX)(X 一 CSCX) 一 (X+SecX)(1L+ cot xcCSCX) 
二 一 O 
(X 一 cscX)” 
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(X+SinX)'arctanX 一 (X+SinX)(arctan X)' 


(14) 六 Co = 


arctan“” xX 


_ +X“)(L+cosx)arctanx 一 (X+Ssin 昌 。 
(L+Xx-)arctan x 


4 求 曲线 y-= nx 在 0 处 的 切线 方程 和 法 线 方 程 。 
解 因为 y(O= 习 ==， 切 线 方程 为 


y= 工 (x- e+1= 革 ， 
e e 
法 线 方程 为 
yY=-e(x-e)+1=-ex+(e+TDo 
5. 当 a 取 何 值 时 ， 直线 y =x 能 与 曲线 y= log ,x 相 切 ， 切 点 在 哪里 ? 
解 设 切 点 为 (xo,xo)， 由 于 y=x 是 y= fo =log,x 的 切线 ， 其 斜率 为 1， 


所 以 Fe = 元 =D 故 则 = 二 5。 又 由 Go)=logoa -了 


4 下 到 
三 X0 ， 得 到 


mx =1， 即 x% =e， 从 而 a=e” ， 切 点 为 (ee)。 

6.， 求 曲线 y = x" (nesN-) 上 过 点 (GD 的 切线 与 x 轴 的 交点 的 横 坐 标 x ， 
并 求 出 极限 lim y(x)。 

解 ”因为 y(D=nx| =n， 所 以 过 点 (4D 的 切线 为 y>= nx-D+1， 它 司 
x 轴 交点 的 横 坐 标 为 x -一 ， 因此 


二 
刀 一 >00 一 >o0 九 公 
对 于 抛物 线 y =ax +bx+c， 设 集合 
S; ={(x 7 过 (x, 7) 可 以 作 该 抛物 线 的 两 条 护 线 } ， 
S, ={(x,y]j| 过 (x, y) 只 可 以 作 该 抛物 线 的 一 条 切线 } ， 


S; ={(x, yj 过 (x, y) 不 能 作 该 抛物 线 的 切线 } ， 
青 分 别 求 出 这 三 个 集合 中 的 元 素 所 满足 的 条 件 。 
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解 az0， 不 妨 设 >0， 抛 物 线 开 口 向 上 。 过 (x, 站 可 以 作 该 抛物 线 
两 条 切线 当 且 仅 当 (x, 刀 在 该 抛物 线 的 下 方 ， 即 y< ax +bx+c。 同 理 当 
a<0 时 ，y> axz+bx+c， 因 此 
Si ={elalo2 +px+c- 放 >0k 

过 (x 刀 只 可 以 作 该 抛物 线 一 条 切线 当 且 仅 当 (x 刀 在 该 抛物 线 上 ， 

所 以 
S ={elao2+mxrc-y=oh 
由 此 得 到 
$; =(S,US,)c ={xlaox +px+rc- 帮 <0 
8. d) 设 Foo0 在 x=x 处 可 导 ，goo0 在 x=x 处 不 可 导 ， 证 明 
afGoJ)+cgo) (cz0 在 x=x 处 也 不 可 导 。 
O) 设 Foo 导 go 在 x=x 处 都 不 可 导 , 能 否 断 定 c foo+cgCoo 在 
x= 和 处 一 定 可 导 或 一 定 不 可 导 ? 
解 (1) 记 hn=cafoo+rcgoa， 当 cz0 时 ， 如 果 hoo 在 x=x 处 可 导 ， 
则 go =[hoo-c Foolyc 在 x=x 处 也 可 导 ， 从 而 产生 矛盾 。 
〈2) 不 能 断定 。 如 g(090 = fo = 思 ， 当 ac = -ec 时 ，cfCO+cg(00 在 x=0 

处 是 可 导 的 ; 当 c *-c 时 ，c fo0+cg0o90 在 x=0 处 不 可 导 。 
9. 在 上 题 的 条 件 下 ， 讨 论 foo0g(CoO 在 x = x% 处 的 可 导 情 况 。 
解 画 数 1f00=e 在 x=0 处 可 导 ，g(00 了 xl 在 x=0 处 不 可 导 , 则 fo0g() 
当 c=0 时 在 x=0 处 可 导 ， 当 cz*0 时 在 x=0 处 不 可 导 。 

函数 foo=g09= xl 在 x=0 处 都 不 可 导 ， 但 Fo0gCoo0 = 妆 在 x=0 处 可 


导 。 画 数 fo =g(CO=sgnlxl 在 x=0 处 都 不 可 导 ，1oo0gCO=sgnlxl 在 x=0 
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处 也 不 可 导 。 
10. 设 方 中 jj=12…,n) 为 同一 区 间 上 的 可 导 本 数 ， 证 明 
ji 太太 OO 


万: (2X0) 记 (x) 万 (X) 
| 四 = 学 | 太 的 帮 ( 及 (9 


O 〇 


dx jl 


记 (0) 记 : (2) jm 69 刀 (0) 记 ， (9 站 生 (9) 


证 根据 行列 式 的 定义 


1 太太 (00 
万 (0 万 (0 四 广 , (0 
dx| : 
太 O0 丰 0 有 (9 


过 和 人 友 (GO) 亡 。 QCO… 记 (x) 


二 2 (-D" ee[ 友 (2 广 。 (CO… 帮 (CO + 用 (0) 户 (0 … 肌 (CO+… 
十 帮 (9) 万。 GO… 厂 (9] 
让 OO 太太 0 帮 (x0) jx (0 
万 (2) 广 (2 \ 万, (X) 三 :00) 三 2 人 三 mg 
于 | 过 : | 和 
刀 (0 刀 : (0) 人 刀 (9) 刀 (9 记 (0 人 记 (9 
太 (0 1 mv 矿 OO 
万 (x) 万 的 广 ,(x) 
四 : 2 。 
三 OO 三 OO 三) 
帮 (x 帮 (X) 帮 (20) 
-> | 太太 0 大 G0|。 


人 K=1 


万 (2x0) 记 :(X) 人 刀 (2x) 
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下 


习 题 4.4 复合 画 数 求 导 法 则 及 其 应 用 


求 下 列 函 数 的 导数 : 


( y=(2x2 一 x+D? (2) y=ezxsin3x 
了 工 ， \，、 jnx . 

辐 了 (4 y= 2 

(5) y=sinxs3 ; (0 y=cosVx ; 


(7) y=Vx+1l-ln(x+Vx+l) ) 


(8 y = arcsin(e-2) ; 


\ 


_1 | _ 工 |. 人 
0 y= 上 ll: 二 人 (xz+sinx 
而 1+ln2x 。 必 生 风光 X 。 
0 0 
二 3 ) 一 -sin2x “ 
略 yeT+RGOTT ， | 


(D) y= xwa2 一 x2 十 


a2 一 X2 
(1) y= 2(2x2 -x+DCx2 -x+1D'=2(02x2 -x+D4x-TD。 
(2) y= ex*(sin3x+H(ez)'sin3x =ex(3cos3x+2sin3x)。 


马 
2 


(3) y= -Qt+ x3) 2(L+ x3)'= -52G+ x3) 2。 


1 1 

1f x 2f nx 1-Inxf x 12 

4 一 人 O 
4 [( 庆 | | X ] 2X” 关 j 


(5) y= cosx3(x3) = 3x2cosx3o 


一 一 Sin VX SA 
《6) y= -sinVx(Vx)'= 
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人 1+2WV1+Xx 


2 Vx+l x+Vx+l 2wVx+L1 2vV1+x(X+VL+X) 


__ X-1-VL+X 
Eee 


(8) y -2xe”_ 一 2x 
本 -网 长 e“ 区 本 


(x4-D' 1 2x4+2 
4 2 人 4 O 
X 一 工 X  X(X 一 了 


(9) ”=[In(x -D-In(02]'= 


7 -2(2x“ +Ssin x)' _ 一 2(4x+ CosX) 
(2x +Sin x)” (2x” + Sin 20? 


GD) 7-GmDOo- -GaOCyL) 


x“( 一 x) 


(10) 


_2U4-x“ )nx-(L+n xd-2x”) 
-人 go 
X2<(L 一 X2)2 


Eee ee 


1+cSsCX“ 


1 (-cot xz cscx2).(2X) 
\JLTcscx2 -x. 二 ， 
最 2 \L+Hcscx2 


1+ cscCX” 


1+CcSsCx2 十 X2cSCX- CotX” 
区 


(L+ cscx2)2 


(13) y= 
GE GE 


= 2( 一 COx -TD 3(4x+ 3C DGx (9x2) 
二 2 


8 7 汪 
= 一 一 x(2xX-TD 3 一 一 x(3xH+D 1 


(14) 交 =eri*(sin2 交 =-sin2x.exo 
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这 4 工 
人 
\/a2 0 (三 闻 


2 一 3qX 二 Gd 


( 叶 一 x)? 
2. 求 下 列 函 数 的 导数 : 
() y=lnsinx ， (2) yY=]ln(cscx--cotx) ， 
(3) y-3 /ga2 一 X2 十 QQ? acsanz| ， (4 y=ln(x+Vx2z+a2) 


(D) --a2zln(x+VXx“ 一 a2) . 
解 《dl) 汪 


8 X) 一 COtXo 


的 六 汪 (cscx 一 cotX' 一 cotxcscXx 一 (-csc 站 


二 CSCXo 
CSCX 一 COtX CSCX 一 COtX 


〈3) 7 并 六 十 X(CVa- resin 
a 


工 人 Qa> 0， 
Q 


_ 工 (-2X) 人 
下 -ta 可 
2 


人 
(4) y= (x+VC+a) 2Vx2+a2 1 。 
X+ANX Ta 人 VX2TdQ 


(5) | az+x(V2_a2， :CA 一 0) 
J 少 0 X(VX ee 


站 
1 这 2 

X2 一 @ 十 X a2 WE VX- 一 ao 
< 六 一 Q X+AVX 一 @ 


3.， 设 foo 可 导 ， 求 下 列 函 数 的 导数 : 


2 


人 O) | 让 


Inx 
(3) VJF(Ox) ; (4) arctan F(x) ， 
(G) FFe“)) ; (6) sin(fGsinx)) ， 
和 > ， - 才 
U 喇 8 FJ 


小 二 
解 (1) 1GJO -GOGRD =3x sos)。 


二 的 
(2) 二]- Te 人 全 


G) MTGI -LIGOOI-j / ee。 
二 一 
(4) [arctan f (oO]'= 时 下 下 一 一 一 [fo]'= 


(5) [ffe = OfGe DEFe 人 =F 帮 Fe Fe Ge) 
=2xex Flex )F(flex ))。 
(6) [sin (FSsin x))] = cos(Fsin x))(CFsin x)) = cos(Fsinx)) 太 (sin x)(sin x)' 


=Cos( 丰 (sin x)) 广 (Sin x)cos xo 


[全 |- 仙 疝 -入 全 
厂 0) 帮 O 八 太 2 1 三 0 


@) | 1 | -- ACf CO) =-EUCDO)AG ， 
FFG FU (Fo 


4.， 用 对 数 求 导 法 求 下 列 本 数 的 导数 : 


( y=x* CO 人 ， 


(3) y = cos*x (0 y=Inx(C2x+D 


罗 \ _ 世 本 a 
人 (0 7y=[LC Xi) ， 


解 由 于 @ 力 = 世 ， 所 以 ”= yny)'。 


(1 Iny=xlnx， 
y'=y(ny'=yx'nx+xdnx]=(+nxx:o 


(2) Iny= 二 In (xs +Ssin x) 
X 


y'=y(ny) = 怕 ml 人 (2 +Ssin [mx +Ssin 


| 3x“ +cosX ln(x3 +sin 2 
O 〇 


/ 


=(x3+sin xx 2 
X(X 十 Sin X) X 


(3) Iny=xlncosx， 

y'=y(xincosx)'=y[x'Incosx+x(ncos x)]=(Incosx-xtan Xjcos” Xo 
(4) Iny=xnlin(2x+D， 

yY'=y[x'inin(2x+D+x(nin(2x+D) 


2X 
(2x+Tln(2x+DT 


-mmexry+ menm 


(5) lny= mx+3nGt-x)- 了 InGt+ 六 ) ， 


= yn (ndt zx) (nt+ x)] 


XI-X” X 3x“ 
ES O 〇 


3|x 1-x 2(0+x3) 


1 二 +X 


(6) Iny= yn(x-x)， 
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i=1X 一 X 


(7) 信 u= xnu=Vxinx， 则 
1 2+lnx 三 | 
U 一 u[(Vx)， Inx+Vxdnx]= U( 2 ) =U( ) ， 于 是 ， 
杰 2 人 x 
. ,2 二 InX 本 A 
主 COS 
yY = (Sinu)(oD) 本 X 
5 
5. 对 下 列 隐 本 数 求 w : 
( y=x+arctany ; (2) y+xey =1 
(3) Jx-cosy=siny-Xx (人 xy-In(y+D= 
(5) eety -xy2=0 (0] tan(x+ 尹 -xy=0 
(7) 2ysinx+xny=0 (8 xs+ya-3axy =0. 


解 


(3) 


(1) 在 等 式 两 边 对 x 求 导 ， 得 到 


y'=X+(arctan y) 三 + 站 
1T+y 
1 入 
》 
在 等 式 两 边 对 x 求 导 ， 得 到 

y+X'e"+Xe"y' =y(L+xe")+e"=0， 

到， B 

了 1+xey” 


等 式 两 边 平方 ， 再 对 x 求 导 ， 得 到 
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1+Sin y:(y) =2(Sin y 一 x)(cos y:(y) 一 卫 ， 


可 1+2(Ssiny 一 xX) 
2(Sin y 一 xX)cosy 一 Siny 


4) 在 等 式 两 边 对 x 求 导 ， 得 到 


1 
站 


帮 二 jn 
1 一 X 一 Xy 


5) 在 等 式 两 边 对 x 求 导 ， 得 到 


e“ (+ 一 (xX )=e (2xX+Yy) 一 (六 +2xyYy)=0， 


2 
DXex 十 一 多 


2 
X 十 
e 炎 


一 2XY 
〈6) 在 等 式 两 边 对 x 求 导 ， 得 到 


sec (x+y)(x+J) 一 (xy) "=sec“(xX+y)GL+yYD)-(y+xy)=0， 


， sec (x+yJ) 一 y 
人 
X 一 SeC (X+ 


《7) 在 等 式 两 边 对 x 求 导 ， 得 到 


2y'sinx+2yGsinx)+(xny'=2y'sinx+2ycosx+ny+x: 志 =0， 
》 
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2y cosx+yny 
O 〇 


站 X 二 2yYySinX 


〈8) 在 等 式 两 边 对 x 求 导 ， 得 到 
3x +3yy 一 3ax'y-3axy =3(0+Jy 一 ay 一 axy)=0， 
解 得 


ay 一 X 


2 ax” 


6. 设 所 给 的 函数 可 导 ， 证 明 : 
山 柯 本 数 的 导 函 数 是 偶 函 数 ; 偶 函 数 的 导 国 数 是 奇 酚 数 ; 
C2) 周期 函数 的 导 男 数 仍 是 周期 函数 。 


证 山 设 foo 为 奇 本 数 ， 则 


人 
Ax 一 0 人 x 


三 (2 = lim 


IE 
二 


设 fo 为 偶 范 数 ， 则 


人 
Ax 


Ax 一 0 


fCaO=lmL 


mm EX+CAO) 一 OO 
(一 Ax) 1 00。 


(2) 设 fo 是 周期 为 T 的 卫 数 ， 则 


三 (x+T)+Ax)- FIx+ 了 ) 


Fox = 沁 -0 -fo。 
7， 求 曲线 xy+Iny= 1 在 M(CD 点 的 切线 和 法 线 方程 。 
解 ” 对 方程 两 边 求 导 ， 得 到 y+xy' + ， 解 得 >=- 一 一 ， 郊 GD 代 


人 得 到 yD = -5。 于 是 切线 方程 为 y?-1= -地 Cx-D， 即 


x+2Yy-3=0， 


法 线 方程 为 y-1=2(x-D， 即 


2X 一 yY-1=0o 


8. 对 下 列 参数 形式 的 本 数 求 空 : 


X=at X 三 1 一 世 
1 ? 中 汪 
山 (2 Se 
X=t2sint， X=ae ， 
(3) 2 ) [ 
y= 太 COSt; yY=be; 
X 一 QCcoSs 1， X= Sh at， 
GO) (6) 
yY=asin2 ti; yY = ch pbt; 
Rs 
和 X=AV1L+t， 
交 9| 
y = 一 一 ; 工 一 已 
上 
2t 这 2 
X=e” cos 也 X=InL+t)， 
(9) 区 d 
y=e ”sin“ y=t 一 arctant 
解 : (1) 必 - 包 -35 -3 
Gd x' 2at 2a 
dy y 1-365 30-1 
Gx X' 一 2 2 “” 
(3) dy _ yy 2tcost-f sint 2cost-tsint 
2 了 一 如 
dx x' 2tsint+tcost 2sint+tcost 
1 上 D 
(4) 吵 _》 四 立 e2。 
qd X' (=-ae ) Q 
1 2 [ 
(5) 吵 _》 _ E 多 0 
dx X' 3acos t( -snDb 
dy y"” bshpt 
人 
dx x'， achat 
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=2 


(7) dy yy U+r) -7 
于 加 ER 咏 
dk XU-f)” 
二 
人 
三 se SS O 〇 
Qx 2X' 工 1 一 
2wV1+t 
(9) dy yy -2e” sin't+e 2sintcost _ (Sint-cosbtant 
dx x' -2e cos t+e “2cost(-sinD) Sint 十 cost 
1 
吵 _》 1+ 刀 tt 
1 = 三 
(101 ax 2X 2 9 
1 二 


9， 求 曲线 x= 2+5 ，y= 习 -5 上 与 t=1 对 应 的 点 处 的 切线 和 法 线 方 


人 


程 。 
解 ”将 !=1 代 大 参数 方程 ， 有 x=3,y=3。 经 计算 ， 


(2t+t)GL+G) 一 (2t+ 三 )GL+) (2+2DUL+) 一 (2t 二 全 )3 


人 
X(( ) (+t)? (+9) 
2+2t 一 4 一 姓 
(L+t) 2 
人 
(+) (+) 
2 一 2t 一 4 十 广 
(+) 
于 是 
dy 2-2t 一 4 + 
政 2 下 4R= 
3 
NT d _ 全 、\ 
当 t=1 时 ， = 人 =3， 所 以 切线 方程 为 
兴 让 
4 
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Su 下 
= 3(X 十 一 =3X 一 4 
》=3 唱 ， 


法 线 方程 为 
1 3、 1 X 
= 十 一 三 十 工 
人 
ex =3t ”+2t+1 
10， 设 方程 上 r 确定 为 x 的 范 数 ， 其 中 为 参 变 量 ， 求 
tsiny 一 y 二 一 =0. 
2 
几 
dx| 


解 ”将 (=0 代 和 人 参数 方程 ， 可 得 e* =1 1 即 x=0y= 了 。 在 两 
个 方程 的 两 端 对 t 求 导 ， 得 到 

Ce 

sin y+tcosy:.y 一 y=0， 
再 将 tc=0 代 入 ， 解 得 x(0)=2, y(0)=1。 所 以 


也 


一 一 一 2 
dx 


t=0 


11. 证 明 曲 线 


X=a(cost+tsint)， 
yY=a(Sint 一 tcost). 


上 任 一 点 的 法 线 到 原点 的 距离 等 于 lal。 
证 ”利用 参数 形 却 所 表示 的 函数 的 求 导 公式 ， 


dy ”ada(cost 一 cost+tsinD) 
dx da(-Ssint+Ssint+tcost) 


曲线 在 对 应 于 参数 :的 点 处 的 法 线 方程 为 


=tant ， 


yY-a(Sint-tcost)=-cott(xX 一 a(cost+tsinb))， 


简化 后 为 
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cost.X+Ssint'.y-Qa=0， 


法 线 到 原点 的 距离 为 


了 dQ 


=|al。 


cos2t+sin2t 
12. 设 函 数 vw= go) 在 x= x 处 连续 ，y= fo 在 v=w = 9g(x) 处 连续 。 请 
举例 说 明 ， 在 以 下 情况 中 ， 复 合 范 数 y= 1(g0oo9) 在 x= % 处 并 非 一 定 
不 可 导 : 
ID u=go0 在 xm 处 可 导 ， 而 y= fw 在 处 不 可 导 ; 
CO u=g00 在 xm 处 不 可 导 ， 而 y= Fw 在 ww 处 可 导 ; 
G) uv= go0 在 x 处 不 可 导 ，y = fw 在 w 处 也 不 可 导 。 


解 〈1) u=g00=xFOaulm=ow=0y=fgOo0) 直 FFx2。 


忆 国光 人 0 辣 过 大 


(3) 9C0 =maxf0,x, Fo =minf0 如 ， 则 u = g00 在 x% =0 处 不 可 导 ， 
y= FJ 在 ww =9g(0)=0 处 也 不 可 导 ， 但 y= fgCO)=0 处 处 可 导 。 
13. 设 函 数 fo，gw 和 Po 可 微 , 且 Pw>1，u=eoo0 也 是 可 微 画 数 ， 
利用 一 阶 微分 的 形式 不 变性 求 下 列 复 合 函 数 的 微分 : 


() foDgGDna ; 国 玫 0 

G) MD ， 人 login g(CD ， 
了 oo | ， 1 

人 风 f2(O+P( 


解 〈1) d[fdD)gGD)noOl=[IF oOgGCDOnGoO+ FogGoOnGoO+ FaogCoOnGolau 


=[ 广 DO)gCODhGO+ 帮 OD9 (ORGOT+ 太 uD9gCDOhCUOD]JD (xdx。 
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C) | 1 _IfDgaa+ aogDyo)-LfaOgaDOnGD mu 
ha) CdD) 


_f DODgCDOnGO+ FUOg OAhGOD- FuO9gCOR CD 
Cn) 


D(X)dx 。 
(3) d[hu)sw] = [eewmee2 ] du = egCOmc) [goCDiCnco)] du 


一 hCOD9 区 9 Wu) 中 DO(xX)dx。 
(0) 


(4) d logjw gCD) =d mg 如 guoO] AGO 一 下 gQoOtnAeo 


in An) In“ Au) 
_hGOg COinheo)-hdDgcOmgdo pcoax。 
hu)g(CO- AD) 
| 
(5) darctan 让 三 入 有 au = 刀 te 司 0 
hu) 户 (O+ 天 Co) 
工 +| 一 一 一 
AU) 
(6) 1 _ [Pr OO 


d 
Vf GO+A GO 20f200D+Pe()z (F2(O+P2(oD)z 
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习 题 4.5 高 阶 导 数 和 高 阶 微分 


1， 求 下 列 函 数 的 高 阶 导数 : 
(人 y=X3+2x2 一 X 十 1 求 久 ， (2) y=xX“Inx， 求 y ， 


二 1 “ ] 求 
= 求 (7y= 一 ， 求 y ; 


卫 
(5 y=SinX3)， 求 y、 浊 克 (0) y= xacosVx ， 求 y 交 人 3 
(7) y = X2 es3x ) 求 y" ) (8) y=e” arcsin X ， 求 y ， 
(9]) y=xacos2x， 求 yao ; (0 y=Cxz+Dshx， 求 yeoo， 


解 (1) y=3x+4x-1Ly=6x+4 yo=6。 


(2) y=4xinx+x，y"=12x2lnx+4x2+3x2 =12x2lInx+7x?o 


2XA/1 一 
(3 XVI+X 一 人 4X 十 3X” 


3) 


2(1+ 2 
2 亚 
DR 2 了 
| 0 )(L+ 2X) 3x2+8x+8 
生生 
4 40+A 
(4) yY=x.xX 一 2Inx:x = 2 
=-2x xx -31-2Inx)x ”= 
X 


(5) yy= cosx3 .(3x2) = 3x2 cosX3， 
yn"= 6xcosx +3x“(-Ssinx)(3x2) =6xcosx 一 9x“ sin x”， 
y"=6cos 六 一 6xsinx.(3x 汪 -36sinx 一 9x cosx.(3x) 


=-54xsin 六 一 (27x 一 6)cosx。 


1 让 
) = 3x2 cos Vx 本 sin Vx ， 


2\x 
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工 


2\x 


本 5 
y"= 6xcosVx+3x2(-sin Vx) -和 sin -CosV) 


1 
2Vx 
沪 
-(Gx- cos -二 sinvX， 


1 轩 
上 2 有 


2\Jx 8 4 2、\x 


"=G6- 鸭 cosWR+(Gx- 半 Jsin 


15 和 5 
= (6- 于 icosVx+(G- 语 和)sinVx。 


(7) yy= 2xeax +X2zeax(3x)= (2X+3x2)e3x ， 
yo"=(2+6xX)e +(2xX+T3X )e (3x)"= (9x“ +T12X+2)]es 
》 


"= (18x+12)e”“ +(9x“ +12x+2)ex(3x)= (27x“ +54x+18)e”。 


汪 这 2 二 一 二 和 只 工 3 2 
(8) yY=(-x)e arcsinx+e (arcsinx)= (-2xarcsinx+ 一 一 一 )e  ， 


1 一 X” 
1 2 1 
加 = (-X)(-2xarcsin x 十 Je +(-2xarcsinx 十 Je 
V1 一 X 1 一 X“ 
= (-2X)(-2Xarcsin X 十 )e 一 二 | 一 2arcsin X 蔚 : +( ee 
人 0 (GL-x2)2 
旨 
=| 2(2x” _Darcsinx+XCex 一 习 e-” ， 
(一 x2)? 


《9) yo = xs cos@eo 2x+ CH3x2 cosC9) 2xX+C26xcosCa 2x+C26cosC7 2x 
=228 xcos2x+80.23.3x2sin2x 一 3160.2” .6xcos2x 一 82160.2”.6sin2x 
=2"| xCoe2 -4740)cos2x+(120x-61620)sin2x | 。 

(10) ye9 = (2x2+Dshe9x+Cl4xshea x+C24sh@e7 x 
=(2x- +TDchx+99.4xshx+4851.4ch x 
=- (2x2+19405)chx+396xshx 。 


2 求 下 列 本 数 的 " 阶 导 数 ym : 
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() y=sin2zawx ， 拘 y=2x*lnx ， 


莹 全 人 生生 
(9) 7， 人 
(D) y=em cosBx ， (6) =Sin4Xx+CoS4X， 


1 
解 〈1) yo = 了 (cos2ox = -2 和 OO" cos(2ax+ 万 


=2 呈 On"sin(2wx 二 ?二 


(k-D) 
(2) y =》 CC29Doodnam =n"2.2*Inx+》 Cr2 nm“2 
K=0 X 


K=1 


刀 _TNK-1 _ TI 
-2 昌 2 


K=1 XX 


(k) K 大 
工 一 了 KI 一 了 
war 人 汪 ceGye -esec 
K=0 X K=0 X K=0 X 


(4) 由 于 y=. 工 - 2 


x_-3 Xx-2? 
1 -( 1 ] - 1 1 
了 -| 十 X 一 7 = 人 也 nl (xX 一 3) (X 一 2) 
CO-2C-3) 
(CD mL =(-D"ml 


(xX 一 3)"1(x 一 7) 人 (X 一 2)7 0(X 一 3) 和 7 9 
(5) yo ->c! (eeo[cos(CpO| cia 0 cos(px+ -下 。 


(6) y=(sin2x+coszx2 一 2sin2xcos2x 


二 -1- 工 (4 -cos4x) 人 ， 
2 4 4 4 
所 以 
yYC = 4 cos(4x+ 
3. 研究 函数 
X2 ， X> 过 0 
三 x) = 
-xX 2，x<0 
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的 各 阶 导 数 。 
解 当 x>0 时 ，foO=2x ; 当 x<0 时 ，foo=-2x。 由 


区 
Ax 一 0+ 人 x 


》 


Ax 一 0+ 人 x 
请 二 全 由 
Ax 一 0-- 人 x Ax 一 0 一 人 x 
可 知 Poo =21xl。 
2 X> 0， 
由 此 得 到 F "oo =4 -2， xX< 0， 
不 存在 ， X 三 化 
三 下 四 0， X 尖 0， 
于 是 当 n> 2 时 ， fm 人 


4.， 设 fo 任意 次 可 微 ， 求 


[和 2 [中 目 
X 


(3) [Fnx)]” ， 


一 


4) [mn Fo] 


(5 [Fe ; 


ee 


0) [Farctan x)]”. 
解 〈1) [fx]= 户 (02)(x27 = 2xf(x2)， 
[fx2)] "= 2xf (xz2)(x2)+(C2xD 记 (x2)=4x2 庆 (xD)+2 广 (x2)， 


[CO "=421"COOOA (xD Co)+2fO2JC2) =Bxf"O2)+12xf "OoeD 


Do [全 -7 提交 -- 二 人 


人 
攻 X /| XX XX XX XX XX XX XX XX 
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- 训 鸭 we 人 er 全 
XX XX XX XX 


(3) [fdnx]'= P(nxyinxJ'= Anx) 
X 
[六 nx)] = 六 Unxjmn'x 一 产 dnxjXg 加 六 (nx)- Punx) 
X 有 
让 省 全 ) 
(4) [mn FCo]= 


站 让 Wo we) 
户 ( 

(5) [fle = 太 e Ge =-e 六 Ge ) 
本 
[fle "=e2fe e+ 1eD+e fen e+ Fe) 

=-exfe)-3e2feD-erfe)。 


广 (arctan X) 
1+X 


3 


(6) [ Farctan x)]' = 三 (arctan x)(arctan x) = 


_Q+ xf "arctan x)J(arctan 思 一 (+x) Farctan x) 


[Farctan x)]" 下 


_ farctan 习 -2 arctan 汶 
四 (LEX 8 


5. 利用 Leibniz 公 式 计算 y”(0) : 
(yy=arctanx ; 
CC) y = arcsinx。 
解 (1) 邻 x=0， 可 得 y(D)=1y'(O=o。 在 


得 到 


等 式 ”(G+x2)=1 两 边 对 x 求 " 阶 导数 (n>1)， 得 


(1+ X2)09 二 0 ， 


KE 
注意 到 4+ x)"=0， 上 式 简 化 为 
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yoDL+X2)+nyo .2x 十 2 yo0.2=0， 
以 x=0 代入， 得 到 递 推 公式 


yoi(O)= -nn-Dyo (0)， 


从 而 得 到 
ym(O)- CD in_DL 为 奇 数 
0， 1 为 偶数 。 


二 
了 人 入、 


(2) 由 y=G-x 才 -CD 0 -xx 


可 得 y(0) =1 y"(0)=0， 且 xy= (L- xy"o 在 等 式 xy'= dG-x2) 六 两 边 对 x 


求 n 阶 导数 〈n>1)， 得 到 


Ceyoe (OO =》， CR (一 x2)0 


乞 扎 
即 
xy Thyo = yo 人 一 x2)0 一 2xnyeD 一 nn 一 TDyow 
xyeo2 ny = yo 一 xx) 一 2xnyoc 一 na-TDyo， 


以 x=0 代 入 ， 得 到 递 推 公 去 


yo (0 =m2y2(0)， 


从 而 得 到 
[(n- 2) 局 ， 7 为 奇数 ; 
(0)(0) = 
上 /为 偶数 。 


6. 对 下 列 隐 画 数 求 中 


() exty 一 X2y=0; (2) tan(X+y) 一 xy =0) 
(3) 2ysinx+xlny=0) (4 六 十 太一 3axy=0. 


解 〈1) 在 等 式 两 边 对 x 求 导 ， 有 
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e+J-O2J=e (CCX+J)-2 信 -7=0， 
再 对 x 求 导 ， 得 到 

ex (X2 二 尹 (2x+yD)+ecry(2x+y 一 (2xy+Xy7 

二 ex ty(2X 十 了 9? +exry(2+y 四 一 2y 一 4xy 王 刀 y"= 0 ， 
从 而 解 出 


4xXy'+27Y 一 ex+y[2 +4xX“ 二 4xXy+(OyD)2] 


2 》 


交 
，2x(y 一 ee  ) 
二 
e” 7 一 X 


(2) 在 等 式 两 边 对 x 求 导 ， 有 
sec (X+J)(X+J)-(xXy)=sec (x+y)L+Y)-yY 一 xy =0， 
再 对 x 求 导 ， 得 到 
2sec (X+y)tan(X+y)(X+y)(L+yY)+Ssec (X+y)G+yD) 一 YY 一 (0 
=2secz(x+y)tan(x+J)(L+y92+secz(x+Jy 呈 2y 二 xy"=0， 


从 而 解 出 


_ 2secC+DbnCx+JQ+D) 一 2 
X 一 Sec“(x+J 


寺 吉 5 sec“(xX+y) 一 y 


2 O 〇 
X 一 Sec (X+y) 


3) 在 等 式 两 边 对 x 求 导 ， 有 


2ysinx+2ycosx+lny+ 二 .y=0， 
光 


再 对 x 求 导 ， 得 到 


2y"sinx+4ycosx-2ysinx+2 过 一 二:(70)? 有 0 ， 
了 
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从 而 解 出 


汪汪 27” Sin X 一 47” 多 COSX 一 2yy+X(y 7? 
xy 二 2y“sinXx 


2y2 cosx+ yln 
其 中 y= 了 。 


X 十 2YySin X 
《4) 在 等 式 两 边 对 x 求 导 ， 有 


3x“ +3y“y-3ay 一 3axy'= 0， 


再 对 x 求 导 ， 得 到 


6x+6y(y)+3yY7-6ay 一 3axy"= 0， 


从 而 解 出 
汪汪 2X+2y(y 0 
QGX 一 多? 
2 
基 有 网 带 二 
”一 QX 
7 对 下 列 参数 形式 的 画 数 求 42 
X = qt?， \、|j| x= atcosb 
人 | (2 | = atsin t， 
X=t(1-Sin bt)， \、j|x=ae， 
(3 as / | 过 
X 二 AVIL+t， \、|j|x=Sin at， 
9 ( 0 人 


解 (1) 有 (pe)"(ae)-Ce) at) (6pD(2aD 一 G3bt2)C2a) 


[Caf 了 (2a0” 


d dy _ (dt Sint)"(atcostb 一 (atsin ft(atcostb" 
(2) 一 = 一 
dx [(at cos 昌 于 
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3 


4a 和 2 


O 〇 


_ (2acost-atsint(acost-atsinb+(asint+atcost)(2asint+Qtcost) 


a'(cost-tsin 妇 7 
本 +2)(sin2t+cos” )_ 垃 +2 
a(cost 一 tsin 站 )” acost- tsinD3 


(3 dy _ (cosD"TtdL-sinD] 一 (tcosDTG-sinb]" 
dx2 [td -sinb]? 


_ (=2sint-tcostL-sint-tcosbt 一 (cost-tsinb(-2cost+tsinb 
(1 -sint 一 tcost” 


加 太 +2 一 2sint 一 tcost 
(L -sint 一 tcos 妆 3 


(4 dy (be )"(ae 下) 一 (pe0(ae 一 )" 本 _De 夺 e 二 一 bete 一 _ 32 oa 
2 一 -tN\O3 到 2 -3t 2 号 
dx [(ae ) 一 Ge da 


5) 4- (VL-D"NWL+DONM -DOVL+bD" 
[CVML+D 有 


一 1 1 3 _ < 


人 ! 2 (cos pt) "(Sin at) 一 (Cos pb) (Sin at)"” 
(sin ab) ” 


_b(-asin atsinpt 一 bcosatcosbft) basin atsin pf+bcosatcos 20 


a“ cos3 at a" cos” at 
8. 利用 反 男 数 的 求 导 公关 六 必 - 并 ,证明 
了 


生 


汪汪 


dx yy . \、dX _ 37Y 7 一 yy 
U) dy- (73 ” (2 dy” (YY 人 


证 GD) ax aio_-a 
dy 0 1 


1d 1 dd yy ”1  y 


00 由 y 0d 0 0 


dx dadzx ad 5 1 dy 浊 
(2) ()= 交 王 一 ]= 二 3 一 
唉 由 dg 由 (0 0 dt 0 


1 dy" 必 3 y" dd y" 工 3(y 站 ” 工 _ 3(y 站 一 yy TY 


ONdy 0d 0 有 0 8 
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9. 求 下 列 画 数 的 高 阶 微分 : 
( y=ax 一 tanx， 求 dy ， (2) y=X4e) 求 dy 


VLI+x2 。 SeCX 
G 由 全 二 》 求 ey 》 人 ] ”一 AT) 求 dy ; 》 
(5 y=Xxsin3x ， 求 day ， (6) =Xx) 求 ozy ， 

1 
(7 y= 一 ， 求 d "y ， (8) y=XxX"Ccos2X ) 求 dy. 


2 


三 < 2 
解 〈1) 几 = 了 -an 3(1 -sec” xdx -Crtan 3 tan” xdx ， 


7 浸 1 
d2y = 区 (x-tanxX) 3(L -sec” 站” 一 了 C -tanx) 3(2tan Xsec” X)]dx” 


2tan*x+6sec” xtanx(X-tanx) ，， 
关 : 5 dx O 〇 


9(tan x 一 x)3 


X4 ( 下 了 生 exdx4 


(2) dy= [CO 人 -Dolaxt -之 cl 


(4-- 
=(x“ -16x +72x“ 一 96x+24)e dx“ 。 
二 1+X2 .1 
(3) 人 
X + X 
2 2x 3x“+2 


d2y =[ 
3 / 2 一 3 
X VIL+X 2X2(L+X2)2 X3(L+X2)2 


(4) 中 本 1 SecX: 站 罗 | 大 全 SeCXxX[(x -Ditanx- 妆 wy， 


本 Ce -了 
secxtan x[(x -TDtanx 一 xj]+secx[2xtanx+(x- 一 TDsec”x 一 导 
3 
( 驻 一 了 


3 secx[(x -TDtanx 一 X].(2X) 有 
02-: 
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_ Secx[(x -TD*(L+2tan” x) 一 2 -Ttanx+2x” +] 
(Cc 一 - 


(5) dsy=[x(sin3x)"+3x'(sin3x)"dxa = -27(sin3x+Xxcos3x)dxao 


(6) dy =desmx =exnmx(L+nxdx=xx+lnx)dx， 


dy =[OOHnaO+x(rnoOlde=xtdrno3+ 二 loe。 
X 
(7) qd"y= (nx 人 oroadx 
K=0 X 


0 nk (P 一 1! 及 
玫 Inx 2 -IC 一 人 也 XDTKH -ax 


CD"nl 于 和 
三 ai [ao oO 


人 K=1 


5 


和 大 mnANVCn 一 /0) (1) 六 人 大 | 
(8) 4d 2 (cos2x) “dx 四 )[2 人 ax 


2 cosCx+ -2 
全 和 人 KOI GX 。 


10. 求 dxe9 ， 其 中 


人) x 是 自 变 量 ; (2) x= 2 是 中 间 变 和 父 量 . 


解 〈1) de)=(e)dx=edx， 
d2(e] = d(exdx) = (esJ'dx2 = exdxz 
(2) dle9)]=(e9J dx=esdx=e"oOp'(Ddt， 
dz(e]=d(erop(DdD =[erop(DOlde =ero{ftpo(OP+oOjde。 
11. 设 fr 四 ，g 四 任意 次 可 微 ， 且 go>o。 
d) 当 v=tanx 时 ， 求 or ; 
CO) 当 vu=w、v=mnx 时 ， 求 dg ; 
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(3) daz[fdoag(w] ; (4 dzrmoco] ; 


/u) 
d 
昌 | 总 | 
解 (1) dr = fuwCodx = P(tan xjsecz xdx ， 
d2=Ffugo7 ae + FOODurCoax” 


=[F"(tanx)sec x+2F(tanx)sec xtanx]dx 。 


(2) = =wVmx， 
四 业 风 入 业 
人 -gx dx =g (CI) 二 


二 村 辽 
2xvVInx (2xVinx)? 


g(ODVIX+ 2x 天 -GO 


一 gu dx? 
(2xvVin x)? (2xvVln x)? 


_g"(CVmnxvVinx-g Qinod+2maau。 


4x2ln2X 


(3) d[fdogcOl=[PGogGD+ FoDg(olau， 
df[Fo0g0=[PooOgD+ Fogdoldaa+LPogcD+ FogGcoOyau 


=[f(OgCDO+ Fo0g(oOldu+fao0ga0)+2F goO+ Fo0g"CoDldu 。 


(人 全 本 雹 
9(U) 


丽 而 交 交 | 于 +[9 GO 汪 Qu) 9g"(09g(D=-(9gD) 0 
9(uU) 9(U) 9(U) 9 (0 


(5) | 匣 |- Pa0g@- fogDm 
g() 9 OU) 
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可 (人 |- 六 0gD- Fogo | 0g- 09 四 
gu) 9 (0) 9 GD 
_ DOgaD=-AaogdD 
9 (CU) 
请 GD09 (DO- FoDgGo0g "DO-2F00gGD0gGD+2F00(9 CD) 


9 (Cu) 


12. 利 用 数学 巡 纳 法 证 明 : 


工 1 1 
ooaeom =(eJ=erC= 二 ez， 命题 成 立 。 假 设 na<K 时 
X X 


证 ” 当 n=1 时 ， 
命题 都 成 立 。 则 当 n=K+1 时 
1 09 1 (9 
(Xex 习 m- [ee -peerxeg| 
X 


二， 1 杖 ， | 


本 X 


(一 T 守 


了 攻 
-ee -ee 中 -， 
1 
Xekt2 


有 由 4 上 本 让 EE 生 王 1 一 
命题 也 成 祥 。 由 数学 兴 纳 法 ， 可 知 本 命题 对 所 有 正 整数 都 成 立 。 
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第 五 章 ”微分 中 值 定 理 及 其 应 用 
习 题 5.1 微分 中 值 定理 


1， 设 Aox)>0，Pxo<0， 证 明 x% 是 Fo 的 极 小 值 点 。 
证 由 Fox)>0， 可 知 当 5>0 足 人 够 小 时 ， 若 0<x-xw<5， 则 


1o- To、0， 于 是 fr- foo>o ; 同 理 ， 由 Pox)<0， 可 知 当 5>0 


X 一 2X0 


足够 小 时 ， 若 -5<xx<0， 则 9-feoo， 于 是 也 有 


X 一 xn 
foO- Fox)>0。 从 而 命题 得 证 。 

2.， (Darboux 定理 ) 设 fo 在 (ao 上 可 导 ，x,x, s(aD。 如 果 

Fox) foo)<0， 证 明 在 xs 和 >x 之 间 至 少 存在 一 点 5， 使 得 六 5=0。 
证 显然 ax* 交 ， 不 妨 设 a&<x。 若 foo)>0， 则 foo)<0， 仿 照 习 题 1 
可 证 存在 xs <x <x < 风 ， 使 得 fax)< fo)，Foo)< fo， 从 而 x 志 都 
不 是 fo 的 最 大 值 点 ， 于 是 fo 在 [x,z] 的 最 大 值 点 5s(xx)， 并 且 


成 了 fr)=0。 各 foo<0， 则 foo)>0， 同 样 可 证 foo 在 [xz] 的 最 
小 值 点 5Es(x,x)， 并 且 成 立 f(6=0。 

3. 举例 说 明 Lagrange 中 值 定 理 的 任何 一 个 条 件 不 满足 时 ， 定 理 结 
论 就 有 可 能 不 成 立 。 

解 [1 上 的 符号 函数 sgn(x 在 x=0 不 连续 , 所 以 Lagrange 中 值 定理 


的 条 件 不 满足 。 而 1， 不 存在 <<(CLD, f (9=1。 


FI 上 的 绝对 值 画 数 |x| 连 续 ， 但 在 x=0 不 可 微 ， 所 以 Lagrange 中 值 
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定理 的 条 件 不 满足 。 而 =0, 但 vce(CLD,<z0,fe=+tlz0。 


4， 设 本 数 fo 在 [aw 5 上 连续 ， 在 (ao 记 上 可 微 。 利 用 辅助 丁 数 
X FF(x) 工 
Qa _ fa) 1 
b fb) 1 
证 明 Lagrange 中 值 定理 ， 并 说 明 wy(x) 的 几何 意义 。 
证 显然 x(o=yw(o=0， 并 且 满 足 Rolle 定理 条 件 。 由 Rolle 定理 ， 在 
(oa 蕊 内 存在 一 点 E， 使 得 
1 三 (6 0 
QQ Fa 1 
b fg 1 
所 以 Lagrange 中 值 定 理 成 立 。 

几何 意义 : 以 (x foo)(a Fo) Fo) 顶点 的 三 角形 如 果 顶 点 逆 时 
针 排 列 ， 则 wo 就 是 三 角形 面积 的 两 倍 ， 否 则 一 w(o 就 是 三 角形 面积 
的 两 倍 。 
5. 设 画 数 fo 和 oo 在 [ac 5 上 连续 , 在 (a 和 上 可 导 , 证 明 (a 已 内 存 
在 一 点 5， 使 得 


Y(xX) = 


W(s)= = 三 cb-o-LFO- 帮 oj=0， 


三 (a) |- 三 a) 站 
=(D--dq) 各 
9g(a) 9(Db) 9(a) 9 ( 司 
证 今 F0O =|19) fear-G-a kw) | 则 Fo=FO=0， 由 
9g(a) 9(D) 9(a) 9(x) 
Rolle 定理 ， 在 ka 纪 内 存在 一 点 E， 使 得 
Fo=|fGg) = 人 |- 
9g(a) 9(D) 9g(a) 9 (9) 


6. 设 非 线性 函数 fo 在 [ap] 上 连续 ， 在 (a 刀 上 可 导 ， 则 在 (a 记 上 
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D 
[PrODI> Ia， 


并 说 明 它 的 几何 意义 。 
证 ”由 于 foo 是 非 线 性 函数 ， 志 以 在 (上 内 至 少 存在 一 点 5， 使 得 
人 19) 不 在 (ao fo) fo) 的 连 线 上 。 

假设 (2 Fo 的 在 (a fo),o Fo) 的 连 线 的 上 方 ， 则 


1 二 人 0 、 思 二 有 ao) 人 
< 一 q D 一 a 一 和 


利用 Lagrange 中 值 定 理 ， 存 在 5 s(o 引 ,各 <s( 纪 中, 使 得 


F 站 


三 的 > 一 一 > 三 en)， 


所 以 maxt| GPLFCGOD>[ 的- 1。 当 人 1 在 Co fo) 7 的 
连 线 下 方 时 同 理 可 证 。 

几何 意义 : 在 [a 5 上 连续 、 在 (六 上 可 导 的 非 线 性 本 数 ， 必 定 在 
某 点 切线 和 斜率 的 绝对 值 大 于 [a, 5] 间 割 线 和 斜率 的 绝对 值 。 


7， 求 极限 Imnlacan2- arctan -2 |， 其 中 az0 为 常数 。 
P 一 oo 刀 娓 十 


Q Q 
arctan 一 一 arctan 一 一 一 


解 由 Lagrange 中 值 定 理 ， n+1l1_ 工 本 其 中 * 位 于 -2 


人 1+5 
mn 7P+1| 
与 4 之 间 。 当 " 一“ 时， 元 志 趋 于 1， 所 以 


da da 
arctan 一 一 arctan -一 一 
刀 Pm 十 1 


8 2 G GQ 
limnm-l arctan 一 -arctan 一 -|=1lm 
mo P 刀 十 工 


me 十 1 Q_ 4 
Pa 1 
=jlim da 
IE 1+c 上 8 
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8. 用 Lagrange 公式 证 明 不 等 式 : 
() lsnx-siny|l< 和 |x-y|; 


C2) mym(x- 让 <-y<nxrx- 人 >Lx>y>0); 


站 本 
G Q 


(ex >1+x (x>0)， 
证 (UL) |Ssinx-Ssiny|=lcose<.(X=- 切 发 xx 一 ye 
目 


2) 阅 - 几 =nerx- 由 其 中 x>c>y>0。 由 x>cr>y>0 得 到 


ny 一 (x-y)<x" -yn <nx (xy 人) (>1Lx>y>0)。 


国 : 重症 交 生生 
Q 加 D cE ada 


六 一 


(el1=e-e0=es(x-0)>x x>E>0o 


9. 设 foo 在 [ra 5] 上 定义 ， 且 对 任何 实数 x 和 >x,， 满足 


六 一 aq 
O 


da 已 
< 本 一 < 
a 


| 三 x) 一 三 (x> ) |< (x 2) ， 
证 明 foo0 在 rap] 上 恒 为 常数 。 
证 ”首先 由 |f(ox)- foojls(xo -xx 可 知 fo 在 [ab] 上 连续 。 对 任意 固 


定 的 xx s(aD)， 和 limn |x-x%F=0, 故 foo)=0， 再 由 x 的 
为 一 X 2 寺 X2 XXX2 


任意 性 ， 得 到 fo 在 (ao 上 恒 等 于 0。 所 以 foo 在 [ap] 上 恒 为 营 数 。 
10. 证明 恒等式 


() arcsinX +arccosSxX = 一 ， Xe[01] ， 


2 


1 1|1. 
(2) 3arcCcoSsX 一 arcCos(3X 一 4xX3)= 三 元 ， xe| -| 
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2 
(3) 2 二 = 和 ， X E[L+oo). 
十 X 


证 〈1) 人 fo =arcsin x+arccosx ， 则 


人 =0,Vxe(0,1)。 


本 AAA 一 
由 于 /foo 在 [0 连续 ， 所 以 foo = f()-=5。 


(2) 他 F(x) =3arccosx 一 arccos(3x 一 42) ， 注意 到 1-42 >0vxe( 二 习 ， 


所 以 


迪 
0 
AI-x2 JIL-Gx 一 4x3)? 


由 于 1 在 [了 ] 连 续 ， 所 以 Fa0= fO)=3 开 - 工 =z。 


注意 到 刀 -1> 0,vx>1， 所 以 


三 oO = 


(3) 令 FCoo = 2arctanx+arcsin 了 ) 
十 X 


1 2(UL+X2) 一 4X 
(LT+X2) 


fo0= 一 + 


=0,VX>1lo 
1 二 +X 2X 


由 于 foo 在 卡 +o) 连续， 所 以 foo = AD= 2 本 + 本 = 
11， 设 函 数 foo 在 [ra 5] 上 连续 ， 在 (aq 已 上 可 导 。 证 明 : 若 (a 忆 中 除 
至 多 有 限 个 点 有 /oo =0 之 外 ， 都 有 foO>0， 则 foo 在 [ab] 上 严格 
单调 增加 ; 同时 举例 说 明 ， 其 逆 命 题 不 成 立 。 
证 设 o=x%<%<…<xy<x=b， 其 中 xx 是 Fo 全 部 的 雳 点 。 
则 foo 在 [x,x,] (=01…,n-D 上 严格 单调 增加 。 从 而 ，foo 在 [ao 上 
严格 单调 增加 。 

构造 酚 数 


0， 交 二 人 ， 


X) 三 1 1 
[ 3.2 0 十 20 cos( 二 -m 门 r， 一 -<X< 二 ,]|) = 二 2，…… 
X 十 | 7 


100 


由 于 1 加 =27” = 1 人，10o 在 no 上 连续 。 因 为 当 一 -<x< 工 时 ， 


2-+2) 


1 = 二 二 snG-mDz>0， 所 以 fg 在 [oO 严格 单调 增加 。 但 六 四 =0， 


2 
XX 


所 以 foo 在 (0D 上 有 无 限 多 个 零点 。 
12. 证明 不 等 式 : 


2 1 
() 和 二 x<sinx<xxe(0 二 ); (2) 3- 二 <2Vx， x>1; 

克 2 X 

X“ 元 

(3) x 一 本 <DmQd+a<x x > 0; (4 anx+2smx>3xxe| 0 三 | 

1 5 
(5) 和 x <e[04,(Pp>D ; 
[0 tanx 、 各 xe| "和 

X Sin X 2 

证 (1) 邻 fm= 一 ，xs(>)， 由 于 
站 00 = -CS 和 <0， 


， 大 
Sin 一  . 
可 知 1C9 在 @ 环 严格 单调 减少 ， 所 以 -一 2 <Snx<imsmx-1， 从 
学 : X X 一 > X 
2 

忆 歼 
一 X<SinxX<X，Xe(0, 一 ) o 
歼 过 


C) 售 1m=2A-G- 习 ， 则 1D=0， 
(AN 工 了 工 
人 卫 >0，X>1， 

所 以 foo 在 由 +o) 严 格 单调 增加 ， 故 fo>0， 从 而 


1 
3- 二 < 2Vx， X>1o。 
X 


(3) 合 1CO=mndta-Cc 册 | 
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所 以 foo 在 (0,+o) 严 格 单调 增加 ， 由 fo0)=0 知 foo>ovx>0， 从 而 
ma>Cx- 罗 ) X>0o 


售 q(09 =X 一 ]n(+Xx)， 则 


ES X>0， 
1+X 1T+X 


所 以 go 在 (0,+o) 严 格 单调 增加 ， 由 9(0=0 知 goO>ovx>0， 从 而 
X>ln(Q+x)，x>0o 


(4) 兮 F(x)=tanx+2sinXx 一 3x， 则 Yxs[o,)， 


P(x) =sec2 x+2cosx-3>3ajsec2 xcosxcosx -3=0， 
等 号 仅 在 x=0 成 立 ， 所 以 fo 严格 单调 增加 ， 从 而 foo>0 ， 即 
tanx+2sinx>3x ， xs(05)。 
G) 售 1f0=x+d-07 则 fO=pom -Gd-05 在 0 习 取 负 值 ， 在 
CG 沁 取 正 值 ， 即 foo 在 [ 习 严 格 单调 减少 ， 在 号 习 严 格 单调 增加 ， 世 


。 又 F0) = fd =1， 所 以 Fo 在 x=01 取 


以 Fo0 在 x= ; 取 到 最 小 值 - 


到 最 大 值 1， 因 而 成 立 


二 <x“+(-x"<s1，xes[0Ho。 


(6) 全 FooO=sinxtanx-x2， xe|o2。 则 


: 2Ssin2 x 
广 (x) =sinx+sinxsec“X 一 2X， 广 (x) = COSX 十 


3 O 
COSX COS X 


显然 户 忆 >0, 由 庆 0=0， 可知 Poo>0。 再 由 Fo) =0， 得 到 foo > 0， 
从 而 
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tan X X | 2] 
之 )， XE 0, 一 O 
X Sin X 乡 
13. ”证明 : 在 (0D 上 成 立 


(1) Gd+xinzd+x<x2 


(2) 人 
2 n+x x 2 


证 (GD) 邻 fa=z-GroOmdtro， 则 


F (xz =2x-jn2(0+x-2in0+x)， 


n+x 2 _ 2Xx-Ind+ 罗 ) 0 
工 +X 1 二 +X 1 二 X 


由 FoO=0， 可 知 Poo>0， 再 由 fo)=0， 得 到 foo>0， 即 


F "CO=2-2 


X 筷 (0,1) O 


(+xn2d+x<x ,xce(0D。 


公 1 工 
(2) 人 X 岂 (D)， 


(+xNIn + 一 2 
x“ (+xIn G+X) 


三 (x) = <0，Xe(0,1) ， 


即 foo 在 (0D 上 严格 单调 减少 。 再 由 Fa) = 二 -1 每 


]n 


有 X 一 ]n(1L+x) 和 ee 二 二 


， 得 到 
X 一 >0 上 + Xln(L+ X) X->0 十 X 2 


1 1 1 1 工 
(05 
In2 n+x x 2 


14. 对 于 每 个 正 整数 〈n> 2)， 证 明 方 程 

X" +TX 呈 十 二 X2+TX=1 
在 (0D 内 必 有 唯一 的 实 根 x ， 并 求 极 限 lim x,。 
证 设 放 =x+x+…+2+x-1， 则 当 xs(0.D 时 ， 


广 (O =mnx +TOn-Dx | 
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所 以 j9 在 (00D 严 格 单调 增加 ， 且 当 n>2 时 ，F(O=-LAOD=n-1>0， 
所 以 让 在 (0D 内 必 有 唯一 的 实 根 x 。 显 然 呈 ,} 单 调 减少 有 下 界 ， 所 
以 必定 收敛 。 设 limx =a， 则 0<a<1， 且 当 n>2 时 ，0<%<x<1， 所 
以 imx =0。 于 是 有 


下 ，X (一 和 da 
1=1lm(x +x 一 二 …+X2+X)=1lim 记 本 
示 汪 、 渴 刀 有 | 有 | 汪 0 证 本 
九 


解 得 o= 子 ， 即 


上 挛 


lim x, = 一 


一 >o0 


性 


15， 设 本 数 foo 在 [od 上 连续 ， 在 (0D 上 可 导 ， 且 Fo0= Fa) =0， 
/全 j -+ 证 明 : 
(1) 存在 <e| 2 使 得 F( 多 =<e 


(2) 对 于 任意 实数 1， 必 存在 7s(0, 习 ， 使 得 
广 (7)-4L17)-7]=1o 
证 (1 邻 FoO= foO-x， 则 Fo 在 rod 上 连续 ， 且 有 


1、1 
F()= 二 >0,FGD=-L1<0 
(5 山 ， 


所 以 存在 << 世 ， 使 得 F(9=0， 即 / 癌 =e。 


(2) 邻 Go0=e5 拭 fo- 对， 则 ct(o0=c(e=0， 应 用 Rolle 定理 ， 必 存 
在 ye(0, 忆 ， 使 得 
G(1)=e2[FD)-U-4e [Fo)-7]=0， 
于 是 成 立 六 oD)-4FCD)- 刀 =1。 
16， 设 函数 f 和 500 在 [ap] 上 连续 ， 在 (ao 刀 上 可 导 ， 且 
g( xz 基 0(xe(ab))o 分 别 利 用 辅助 酚 数 


900= CO- OO- DO [9CO- ga 
和 
gc oo 1 
yCO=|g fo 1 ， 


9(D) jpD) 1 
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证 明 Cauchy 中 值 定 理 ， 并 说 明 %oo0 和 wo 的 几何 意义 。 

证 由 于 pw(o=ywbo=0， 应 用 Rolle 定理 ， 必 存在 <<(a)， 使 得 
D(o)= 三 (5) 站 阅 EC 人 

于 是 Cauchy 中 值 定 理 成 立 。 


pg 的 几何 意义 : 参数 方程 | “9 所 表示 的 曲线 上 点 的 纵 坐 标 


与 连接 点 (go(o, fo) 和 点 (go, fo) 的 直线 段 上 点 的 纵 坐 标 之 差 。 
由 于 yw(o=ywy=0， 应 用 Rolle 定理 ， 必 存在 <s(ka) ， 使 得 
9g(c) 三 6) 0 
9g(a) 帮 a 1 
9g(D) 1 帮 D) 工 
于 是 Cauchy 中 值 定 理 成 也 。 
wo 的 几何 意义 凑 绝 对 值 等 于 由 (g00, 09)(g(o, Fo) (9g(D), GD)) 
为 顶点 的 三 角形 面积 的 两 舍 ， 如 果 三 顶点 按照 逆 时 针 方 向 排列 ， 则 
yo 的 符号 为 正 ， 否 则 为 负 。 
17. 设 bp>0，Fo0 在 [rw 妇 上 连续 ， 在 (上 可 导 ， 证 明 存 在 
<e(awb， 使 得 


W'(e) = =9g(oL 帮 oO- 帮 D]- 太 (Log(O-g=0， 


2 红 [FoO)- FoOl=( -ao) 太 GD)。 
证 令 g00= 刀 ， 对 foo,g00 应 用 Cauchy 中 值 定 理 ， 可 知 必 存在 
<s(auwb， 使 得 
/1D) 一 /ao 大) 
及 一 q 2< 


从 而 
2 红 FD)- FaOl=( 一 a)F 太 。 
18. 设 .p>0， 证 明 存在 *s(aw， 使 得 
ae" -be" =(-2)e*(a-D)。 
证 对 于 fCo= 生 ,9CO= 二 应 用 Cauchy 中 值 定 理 , 可 知 必 存 在 < sa 中 ， 
使 得 


ee" e GD 

b Eee 
= 一 (ef 
D a 友 < 


整理 后 即 得 到 
ae" -be" =(-c)es(a-b)。 
19， 设 foo0 在 [ro 妇 上 连续 (ab>0), 在 (ob 上 可 导 , 证 明 存在 <s (ab)， 
使 得 
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工 dQ 


aq|l ja 三) 
证 站 导 1 用 品 Cauchy 中 值 定理 ， 可 知 必定 存在 sa， 使 得 
fg Fo 7 六 es-1e) 
D 四 避 人 
人 
D da CE2 


则 | 训 (5)- 1)。 


of/ 站 (9) 


禾 理 后 即 可 得 命题 县 隐 。 
20. 设 fo 在 (to 上 连续 , 在 (+ 上 可 导 , 已 知 函 数 e 一 六 oo 在 GdL+oo) 
上 有 界 ， 证 明 函 数 e-* oo 在 (+co) 上 也 有 界 。 
证 首先 efoo 在 由 2] 上 连续 ， 所 以 有 界 。 当 x>2 时 ， 由 Cauchy 中 值 
定理 ， 
efakLG: 10| | 的 fg 
也 是 有 界 的 ， 所 太 吕 fo 在 (+o) 上 有 界 。 
21. 设 AP 在 (0q 上 连续 ， 且 存在 有 限 极 限 im Vxfo0， 证明 fo 在 
(0,aql] 上 一 致 连续 。 
证 由 于 


= 让 e)5 一 1c)， 


1/O)| 


= 后 + 一 


[的 -f) -7 
Re -2 性 ， 
国 


所 以 只 要 证 明 Vxf"oo 在 (qq 上 有 界 就 可 以 了 。 显 然 ,xf9 在 (0 四 连 
续 ， 且 极限 im Vxf"Co 存在 而 且 有 限 ， 所 以 fo 在 (dl 上 有 界 。 
22. 设 foo 在 x=0 的 某 邻 域内 有 nm 阶 导 数 ， 且 
f(0 = F "0 =…= fo(0=0， 用 Cauchy 中 值 定理 证 明 

fo mg 

X” MI 
证 反复 使 用 Cauchy 中 值 定 理 ， 

1 10O-HOD_ AD AI-AO Ge) 


(0<O<TDo。 


X Xe 0" 1 MIC” 到 PO"- nn 本 本 
人 
nlE ， nl(E ,一 0) Ph 


所 以 存在 gs(0D ， 使 得 < =bx， 命题 成 立 。 
23. 证 明 不 等 式 : 
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() “ 宗 =[ 妆 > ,xy>0,n>L; (2)] 一 一 >e: ， X 天 》， 


证 (1) 设 fFoo=x， 则 当 n>1 时 

foO=men 

F (=nn-Dx 一 >0，Vx>0， 
所 以 fo 在 (0,+o 上 严格 下 凸 ， 因 而 

到 加 >| 2 ，X,yY>0o 

(2) 设 foo =e*， 则 

三 (人 = 三 (xX)=e >0，Xe(-oo,+oo)， 

所 以 fo 在 (Ca,+z) 上 严格 下 凸 ， 因 而 


ex 十 ey 冯 ) 
>e2，X 关 yo 


24. (Jensen 不等式 ) 设 foo 为 [wb 上 的 连续 下 凸 函 数 ， 证 明 对 于 
任意 x s[awb 和 2 >0 (人 i=12 nm)， 和 成 立 


/人 守 ax < > 5 三 xi)o 


证 应 用 数学 妇 纳 法 。 当 k=2 时 ,由 下 凸 函 数 定义 知 Jensen 不 等 式 成 
立 。 现 假设 当 K=n=-1 时 Jensen 不 等 式 成 立 ， 则 当 K=mn 时， 


7 一 1 
刀 1 一 | Zix 
呈 xj- 川 (24)). 了 十 人 XN 
i=1 i=1 》， 


i=1 


二 二 号?x 
<| 叶 5; 忆 一 | + 和 co) 
i=1 
2 


i=1 


<| 袜 二 100+1co= 交 41co。 


二 > 


所 以 Jensen 不 等 式 对 一 切 nn 成立。 
25. “利用 上 题 结 论证 明 : 对 于 正 数 wbc 成 立 


Q+b+C 


(abc) 3 <a?b?cc。 


证 设 太 (x)=Xlnx， 则 
三 (x) =1+]n xX， 


肌 人 0 VX > 0， 
X 
所 以 fo 在 (0,+o) 上 严格 下 凸 ， 因而 
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Cn oa Ce Va,c,b > 0. 


利用 平均 值 不 等 式 Mabc< 于 ar<，vabc>0， 得 到 


Cnaae< docinororc<QnOr Cn 


印 


Qa+b+C 


(a+b+cnaabc =ln(abc) s <ana+blnb+cnc=ln(asb2c9)， 
命题 得 证 。 
26. 设 fo 在 (+ 上 可 导 ， 并 且 1lim foo=0， 证 明 问世 -0。 


证 由 lim fo0O=0， 可 知 Ve>0,3X'>0,Vx>X， 成 立 IfoOKk5。 取 定 


二 这 立 | < ， 应 用 Lagrange 中 值 定理 ， 
则 有 
三 (X) 一 1xo) ， 帮 GO 一 0xo) x 一 2 一 0 一 | 十 帮 0 一 上 xo) | 从 一 兴 
X X X 一 X0 2 这 X 一 X0 X 
2 2 


所 以 lim 人 ) =0 成 立 。 
27. 设 7 四 在 ra 日 连续 在 (a 刀 二 阶 可 导 ， 证 明 存 在 ys(w， 成 立 
浅 
FU)+ Fa 21(22) -人 国 PC)。 
证 0 2)。 由 于 


(CC 


) = 人 


ee 


fO)+ Se 


二 惟信 直 人 
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习 题 5.2 EL'Hospital 法 则 


1 对 于 


的 情况 证 明 L'Hospital 法 则 。 


证 设 四 下 的 = 4a， 则 vc>o3a5>o0vxs(oa+oe9>G+ls 
xyat X 


Gx 9 (9 


首先 考虑 lim fCO= lim goO=0 的 情况 ， 补 充 定 义 fo0) = g(0) =0， 


则 foo,9goo 在 [ad 连续 ， 满 足 Cauchy 中 值 定 理 条 件 。 当 xs(awa+o) 时 


1 _ OH _ 1 、c 
9g(x] 9g(00-9g(a) 9(9) 


，aQ<E<xX<a+O) 


所 以 


再 考虑 lim goO =o 的 情况 ， 任 取 x ec(a,a+O)， 再 取 0<5 <XI 一 0， 


使 得 当 xe(aa+6) 时 ，max{l geo) To)}< 工 ， 于 是 由 
9g00 900 2 


3 _[1- 9(Cxo)] 三 oO) 一 1oo) 三 (xo) _[1- 9(Cxo)] 1 2) ， 站 
9(X) 9g(xX 9g(OO-9g(0x) 9(0X) 9g(x 9g() 9(09 


可 得 当 Xe(aa+O) 时 


[四 >(G+D- 二 = 一， 
q0O “2 


所 以 
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lim LO-- oo 的 情况 即 为 lim 一 ， 雪 o ,所 以 LIHospital 法 则 也 


成 立 。 
2. 求 下 列 极 限 : 
人 im 人 车 . ( ) 证 Sin 3X ， 
x->0 Sin X xx 一 tan DX 
入 首 本 Q@ 


In(sin X) 


(3 (2 


X 一 > 末 


ln(tan7x) . (6) lm tan 3X 
x0ot ln(tan2x)” xftanX 


In(L+X2) 
人 


ln(L + 
() lim 人 划 (8 osecx 一 cosx， 
x->to arCCOtX ” 
1 1 1 1 
liml 一 -一 |; 1lim 三 全 小 
(9 可 让 及 二 1 ml Sin X + 
-1 、 ， xtanXx 一 sin2x 
() lim (作用 全 
X 一 > lnx ?” X 一 0 4 
机 1 
(3) limxcot2x ; (上 几 lim xzex ; 
(D) lim(z 一 2 tn (0 lim 攻 arctan x 
蜗 = 光 X 一 > 十 o0 TCF 
tan X 1 1 
0 io IE 
X 一 0+\X X 一 0\X e 一 1 
Sin X 相 
( 叹 ma 人 站 全 
X 一 0 十 X 
解 (1) lim 0 
x->0 Sin X x->0 COSX 1 
(2) lim Sin 3X _Ti 3cos3x _ 二 _ wa 
xztan5Xx xz5Ssec25X 5 5 
有 县 
(3) lim In(sinx) 村 COt X _lim 二 csC X _ _ 工 


oz(F-20” xz2(5-2N0(C2) -4(C-2) 8 
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7 六 
一 但 站 X > 11 
(4) lim =1lm =lm 一 x ”三 一 ao 
X 一 >Q X 二 全 7 X 一 >Q FAX x->a 用 刀 


(5) ln(tan7x) _ 和 cat 7xsec 7x.7 1 7ZSin2xcos2x 


x-or In(tan 2X) xp0r cot2Xsec22x.2 xx 2Sin7XCcosS7Xx 


7sin4x _ im 28cos4x _ 
xo+2Sin14x “or+ 28cos14x 


37 
Sin 一 一 
tan3x .Sn 3x COS X 一 Sin X 1 
(6) lim =lim 和 
x .3 世 tan X 2 sinx cos3x ,区 xzZ3Sn3x 3 
S1D 了 2 


(7) limn Pd 吉 -lin drOI-a 


xX->+o QTFC COt X X 一 > 十 o0 1 
1+X 
1 1+X 
= lim (1- XI 二 
X 一 > 上 oo 十 1  X X 一 > 上 oo X( 十 X) 
2X 


ndG+X 2 
(8) lim 4 二 一 
x->0 SeCX 一 COSX  x->0SecXtanX+SinX 


2 1 
=lim_ 之 cos x _1.2. 工 _1。 
x->0 Sin X 了 二 和 2 +cos2 X 统 
1 1 
一 1 一 | 一 号 
(9) 叫 志 - j] -四 2 - 二 
xnx X-1/ xi(X-Dinx 1 
X 
二 X 一 工 二 1 _ 工 
x-1 XInx 二 X 一 1 x1 下 豆 
| 
x-> 改 SIDX  X/ > 一 0 X SIn X 
， (1 一 coSX Sin X 
=]i .1=]i 一 
X->0 2X xX->0 2 
X 一 工 
(11) lim ss 15 
X 一 >1 ln x X 一 | 工 
X 
二 
(12) 人 X _1im 0 
X 一 0 X X 一 >0 X X 一 0 X 
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1-cos“x+sin2x tanx 2Ssin2 x 2 


二 ]m 请 lim =1im 1= 一 。 
X 一 >0 3xX X 一 0 X x->0 3X 3 
InXxXCcot<x =Dm “JITICOS 上 X 三 LIDD 才 三 一 o 
(13) 1i 2x =lim -~ .limcos2x=1li 本 
X 一 0 x-0 S]D 2X X 一 >0 X 一 0 2 COS 2X 2 
1 》 》 
(14) lim xzez = lim 2 - lim 0 
X 一 0 了 一 上 +oo y y->+o 了 
一 一 1 
(15) lim(zr 一 站 tan 二 =lim 区 = .limsin 二 -lim 一 一 .1=2。 
X 一 > 元 竟 X 一 > 元 X xx 一 和 2 x2r 工 . 
COS 一 一 一 911 一 
几 忆 
2 
5 ]n 攻 arctan x 
(16) lim In 攻 arctan x = lim 
X 一 > 十 o0 人 克 X 一 > 十 o0 
X 
1 1 
_ lim arctanx 1+x2 和 Tim 本 _ 
X 一 上 oo 工 和 x+ 十 X 克 
2 
所 以 
2 ”一 
lim [2 tan > =e 7o 
X 一 > 十 o0 2 
1 
tan X 村 (一 一 ) 和 
(17) mn 人 让 二 全 订 
X 一 0 二 X x->0+ COt X X 一 >0 十 (一 CSC X) X 一 >0 十 X 
所 以 
tan X 
lim 目 三 1。 
X 一 0+\X 
(18) lim 业 = 三 
》 
xmO\VX e 一 1 “0X(e 一 了 0 全 一 1+Xe” 
和 1 1 
et 1im 一 = 一 oO 


一 一 =1im 
x>02e 二 Xe >x>02+X 2 


工 
G9) 外 lm _lim DC _in_ Cnoco 
2 X x>0+ CSCX xx”0+ (一 CSCX)(cotX) 
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Sin X、tan X 
= lim (一 


tanx tan X) X 
(六 =0 (im xim an -lim 一 0 
X 一 >0+ X x->0+ ]n x 二 (n X) x-0+ COS“ X 
所 以 
lim [ 呈 =e0=1o。 
X 一 0 二 X 
下 


(20) imnoaD=limJnX -lm x - 一 1 ， 
x-1 工 一 X x-1 (一 了 


所 以 
lim xrx=e-。 
3.， 说 明 不 能 用 LHospital 法 则 求 下 列 极限 : 
X2Sin 过 lim 和 
WU lim 一 一; (2)] mx-sinx? 
x0 Sin X 


(x+1lsinx . ， Sin 和 于 X 十 e2x 
(9) ln(1+ sin 节 x)” 由 四 一 一 


X 一 > 


X 


df >， 1 1 1 
二 有 从 人 2xXSin 一 一 COS 一 
解 〈1) 因为 当 x 一 0 时 ， = 


XX 


< 极限 不 存在 ， 丙 以 
一 SinX 2 
dx 


1 一 sn 不 和 E 用 L'Hospital 法 则 求 极限 。 


到 =lim(- 


)lim(xsin=10=0， 极 限 存在 。 
]D X x->0 Sin X 


(2) 因 为 当 x- +o 时 ， 人 - 工 S 极限 不 存在 ， 和, 所 以 im X+Sin X 


oX 一 SinX 


不 能 用 L'Hospital 法 则 求 极 限 。 


Sin X 


事实 上 ， lim ee lim xX_=1， 极 限 存在 。 
x-+o X 一 SI1n X X 一 > 上 +oo 1 S]lD X 
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全 下 放声 记 os 不 是 “型 或 二 型 的 待定 型 ， 所 以 不 能 用 LHospital 


xn(L+Ssin 和 x) 


法 则 求 极限 。 事 实 上 ，lm CC+Dsinx -Csmx _ 2sim 


In(L+sin 了 X) lim In(L+sin3zx) 了 2 


Sin 7 革 X 十 e2x 斩 = 型 开 吕 开 吕 、\ 后 已 1 
(4) lim 二 型 或 一 型 的 待定 型 ， 所 以 不 能 用 L'Hospital 


5 in 工 2x jlim(sin 到 x+e2) 2 
法 则 求 极限 事 科 上， 通 严 2 二 
X 开 X limx 1 
4.， 设 
9g(X) 区 
FJ=14 xX 
0， X=0 


其 中 q(0)=0，9g'(0=0，9g"(0)=10。 求 f(0)。 
解 FO=m 0 全- limgCo - im9goo_Tinm 9gCOO-9g(0 _ 二 


X 一 >0 2 x->0 2X X->0 2(X 一 0) 7 
5. 讨论 函数 


(L+x 
三 0 = e 


X 


在 x=0 处 的 连续 性 。 
解 显然 本 数 fo 在 x=0 处 左 连续 。 下 面 考虑 fo 在 x=0 处 的 右 连续 
性 。 当 x>0 时 ， 


mm 帮 0 = 


本 -站 于 me| -了 光一 
X 


e xx X 
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1 
1 1 
=liml+tx =-lim = 
X 一 0 二 2X X->0 二 2( 十 X) 2 


In(GL+X) 一 X 
2 》 
X 


四 m1O- 加 


由 对 数 西数 的 连续 性 ，lm 100=e = 10， 即 f(O 在 x=0 处 右 连 续 。 
所 以 fo 在 x=0 处 连续 。 
6， 设 函数 foo 满足 oO=0， 且 1 存在 , 证 明 lim x'o =1。 


证 limlnxfco = lim[ F(xinxl= lm ca| = 三 (0).0=0， 
X 一 0 十 X 一 0+ X 一 0+ X 一 
所 以 
lim xio =e" =1。 


7， 设 函数 foo 在 (w+o) 上 可 导 ， 且 lim[foo+ 六 CO1=K， 证 明 


lim Fx=Ko 


X 一 二 oo 


证 
X 一 > 十 OO X 一 > 十 o0 e X 一 > 十 0 
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习 题 5.3 Taylor 公式 和 插值 多 项 式 


1. 由 Lagrange 中 值 定 理 知 


X 
n+ = 一 一 -一 ，0<0(0O<1 
n(L+ X%) 人 CO<1， 


证 明 : limbCO =1/2。 


证 由 ee 站 = 2 全， 取 极 限 即 得 到 


limO(x) = 0 到 limx 一 mo+ 轨 .lim 全 
x 一 0 x->0 X ]n(L+x) > 一 0 X x->0 ]n(1+X) 


工 


1 1 1 
=1lim 1 .lim = (im 一 一 ):1= 二 。 
x 0 2x xx-0 工 x20 2(+X) 2 


1+x 


2， 设 f(x+ 门 = FOOD+ f OOn+ 六 PC9 肥 +…+ 二 Fw(x+Omi，(0<0<T， 
! ml 


且 foooz0， 证 明 : limb = 


刀 7 十 


O 〇 


证 fx+ 门 = CO+ PCOn+ 大 (COP 由 六 (x+OJDP 


-CO+ PCOn+ 二 六 COP 二 2 CO + 和 
于 是 
0 Crzg 用 -并 footo+oa。 
OP 十 1 
他 六 一 0， 得 到 
lm2. 广 ”CO= 和 


再 由 fooz*0， 两 边 消 去 fo?(x ， 即 得 至 jim2= 是 
3. 设 fo =ax ， 取 结 点 为 x=1 1728、2744， 求 fo 的 二 次 插值 多 项 
式 记 oO) 及 其 余 项 的 表达 式 ， 并 计算 mm(2) (2 =12599210…)。 
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O 〇 


解 8FO) =L1 1d.728) =12, 1(2.740) =1.4， 由 Lagrange 插值 公式 


三 zx) = P:(xX) 
_，(x-1.728)(x 一 2.744) ，。  (X-D(X 一 2.744) ___(x-D(x-1.728) 
QU-1728)04-2.740 (4.728-DU.728-2.740 (2.744-1D(2.744-1.728) 


s 0.7876(x-1.728)(x- 2.744) -1.6224(x-TD(x- 2.7440)+0.7901(x-TD(x-1.728) 
= -0.04465x2+0.3965x+0.6481。 
5 


号 


812s 


(xX-JTD(X-=-1.728)(X 一 2.744) 。 


Jr 10 -3 全 项 
人 ， 不 : 贝 nCO= 


D,(2) =1.2626。 


4， 设 foo = 2*, 取 结 点 为 x= -1 0、1, 求 foo0 的 二 次 插值 多 项 式 m(x) 
及 其 余 项 的 表达 式 ， 并 计算 中 。 请 与 上 题 的 计算 结果 相 比 较 并 分 


析 产 生 差 异 的 原因 。 
解 fCD=05,f(0)=LfO=2， 由 Lagrange 插值 公式 


三 x)] = P2(xX) 

(X 一 0)(x 一 了 (X+T(CX 一 了 (x+TD(X 一 0) 
Cl-0C1-D (0+D0-D ”dr+Dd-0) 
= 0.25X(X- 了 一 (X 一 TDCX+ 了 TD 二 (X+TDX 
= 0.25x“+0.75X+1。 


= 0.5， 


3 
户 (CO =]n 2.2*， 余 项 r (X) = 220x+Dx(x- S 


中 <1.2778。 

与 上 题 相 比 ， 本 题 误 差 较 大 的 原因 是 2 不 在 所 取 的 三 点 
x=-1、 0、1 之 间 ， 而 上 题 2 在 所 取 的 三 点 x=1 1728、2.744 之 间 ， 
而 误差 较 小 。 

5， 设 f(oo 在 若干 个 测量 点 处 的 函数 值 如 下 : 
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试 求 f028) 的 近似 值 。 
解 由 Lagrange 插值 公式 


三 x) = P(O) 
可 (X-1.7)(x 一 2.3)(x 一 3.1 (x-1.4)(X 一 2.3)(X 一 3.1 
本 
(X 一 1.4)(X 一 1.7)(X 一 3.) (X 一 1.4)(x 一 1.7)(xX 一 2.3) 
(2.3-1.4)(2.3-1.7)(2.3-3.0 ”0.1-1403.1-17)(3.1-2.3)” 


1(2.8) = p,(2.8) = 36.647。 


6.， 知 关 是 小 量 ， 问 如 何 选取 负数 c， 才 能 使 得 
af(x+ 门 +bfCooJ)+cfx- 站 与 户 00 近 似 的 阶 最 高 ? 
解 af (x+ 站 +bpf(O+crFx 一 门 
-afCO+ OO 了 POOR+CO+dCO-PCOOn+ 卫 POOR]+on) 


-+b+ofGO+a-oOFCOnt5(arOfCOP+ole 


a+D+c=0 
得 到 方程 组 ,a-c=0  ， 解 之 得 到 uc=c=15=-2。 


QG+C=2 


7 将 插值 条 件 取 为 n+1 个 结 点 上 的 函数 值 和 一 阶 导 数值 ， 即 


P,(x) 满足 


人 人 厂 xi) 训 下 交 


Pa(xi) = 广 (xi ) 
的 插值 多 项 式 称 为 Hermite 插值 多 项 式 , 在 微分 方程 数值 求解 等 研 宛 
领域 中 具有 重要 作用 。 它 可 以 取 为 


POO=y [fooaoco+r PooaoGco]， 
这 里 ，{qo(o,qoCOMX 是 满足 条 件 
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dx)J)=O，[qo](x)=0， 记 KK = 0,1 2 
和 

qCo)=0，[qe] (6)=Ow， 记 KK 三 0 2 
的 基 画 数 。 试 仿照 Lagrange 插值 多 项 式 的 情况 构造 fgoCo,qCoON_。 


解 显然 当 izKk 时 ，qo(x)=[qo](oo)=0 qox)=Lrqol(xJ)=0， 设 


-c=0 解 出 c， 得 


q(O(x) = [Tc [1L-c(Cx 一 x)] ， 团 本 内 (和 > - 


AXk i i=0 Xk 一 Ai 
1 izK 
到 
(Dr 二 从 二 沸 。 
qdoCO=|TI “| 人- )(x 一 允 )]]，K=012 om 
i=0 XK 一 i=0 XK 和 
ii 大 iz 人 K 
同 理 可 得 到 


2 X 一 X， 
q(x) = 同人 SR (x 一 六 ) KK=012 no 
i=0 “KK 全 
izK 
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习 题 5.4 本 数 的 Tayl or 公式 及 其 应 用 


1 求 下 列 范 数 在 x = 0 处 的 Taylor 公式 〈 展 开 到 指定 的 次) : 


( 岂 n=4; (2) fo = cos(x+o,n=4; 
(3) (x)=v2+Ssnx，Pn=3; (4 F(x)=esax,n=4; 
(5 fooO=tanx，Pn=5; (6 F(x)=ln(cosx),n=6; 


一 ，xzx0 人 Xz 尖 0 
(7) Fo =1ex-1 ，n=4 (3 FoO= xx mn=4 
1 X=(0 0， 


(9) FJ=VL1- 2x+Xs -ia1L-3x+x2 ,nn=3， 


1 
解 〈1) 人 
工 工 工 
=1+| 3|1(-O+| 31(-+| 31C+ 31(a +o0x) 
1 2 3 4 


人 


十 2 十 X“ +o(x 
3 2.9 6.27 24.81 
0 允 芝 2 X“ +o(x)。 
3 9 81 3 


(2) Oo = cos(xX+on =cosxcosw-sinxsincw 
X2 X 2 
=(U -一 + 一 +O(X ))coSsw 一 (X- 一 +O(CX ))Sin w 
人 二 (x 人 (x 
cos >， Sinc ,s 
3! 


= 三 COSC 一 Sin w.X 一 


COS CC 
1 


二 X“ +TOCX)。 
(3) FOOD=wV2+sinx = 20+ 弄 鸭 -VD+LC- 二 +oco) 


1 1 和 5 人 
2 
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2 
厅 E 只 和 
4 24 32 “128 4 32 384 
xx) 
(4) F(x) 一 esnx 一 e 6 
2 0 二 4 
三 1+ (X 十 一 (X 十 一 X 十 一 X 十 OCX 
人 汪 5 本 6 5 (x ) 
六 、1I Xe 1 
=1+(Xx 一 二)+ 二 (入 一 一 )+ 二 双 十 一 六 二 OO 
人 汪 了 6 汉 (x ) 
-1+x+R -x+oOC。 
(5) foOJ =tanx= 妆 ~ 
COSX 
和 2 XXX 
=(x- 二 + 一 -+o0c))=- 一 + 一 +O(0C)) 一 
人 区 (x)) 0 (x )) 
X3 X2 X2 X4 X2 X4 3 
= 二 工 十 十 十 OUCX 
= (X 避 (x)) 全 | 5 于 (x )) 
导 5 闻 2 4 
=(x 人 2 
0 
3 15 
(6) foo = In(cosx)=ind- 二 + +O(x6) 
2 24 720 
有 
二 十 十 十 O(X 
人 2 24 720) 2 2 2 3 ) 1 
XXX 
= (-- 一 上 + 一 二 (一 -一 )- 二 :一 +O(x 
人 2 24 720) 2 24) 3 8 
四 0 Xe+O(x5)o 
2 12 
X 
X 天 0 
(0 
1 X=0 
X 
三 [+ +OCX )) 
DT 6 “下 “120 人 外 
X XXX 
= 十 一 一 十 十 (一 十 一 十 十 十 OCX 
6 6 24 120) 6 6 到 ) G 6) 5) 6 
X X2 3 X4 站 X3 5x 4 X3 X4 X4 
=]1 一 (一 + 一 十 一 十 一 一 0 二 人 十 OUX 
c 6 24 120) 全 6 ) (4 ) 16 9 
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=1 本 X x+Oo(x)o 
2 12 720 


X2 X 二 

(8) 用 六 )) =( 人 5 间 +O(x9] 
XXX 
人 


(9) foO=V-2x+xs- 胡 -3x+x2 =[L+(-2x+x3)] 一 [1+(-3x+x2)] 


-IC2x+ 和) = 227+ 二 2x) +o(0oc)] 

可 全 了 CC3x+ x2) -Cax+ 辽 开 二 半 (C-3 和 +o0G)] 

0-x- 卫 2) 一 Q-x 一 了 到 一 2)+o0O 

-Ex2+M+ox。 

2.， 求 下 列 函 数 在 指定 点 处 的 Taylor 公式 : 
人 foo)=-2x+3x -2，x =1 OO) foo0=imnx，x =ei 
() FooOJ=inx;x =1 (4 Fo =sinx， 帮 人 全 
(5 fx)=Vx,x, =2. 

解 (1) fooO=-2x+3x2 -2=-2[(x-D+ 让 +3(x-D+ 平 -2 


=[-2(x-1D3-6(x-1D2-6(x-D-2]+[3(x-D2+6(x-D+3]-2 


=-1-3(x-1TD -2(x-TD。 


(2) fooO)=inx=[(x-ej+el=lne+lnG+ =) 


ED 


1e"” 


1 1 ， 
0 e) 末代 e@) 十 … 十 (x 一 6) +o(x-e) 由 
(3) fooO=inx=ndl+(x-D) 
二 
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(4) 帮 (x)=Ssin x， fo) =simn0+-)， 


Co = FOOD)+ FDC(x- 人 )+ ER 证 2 
6 6 6 21 6 3! 6 
ee 
6 /， 地 wm 元 
十 (Xx 本 to | 
_ 工 3 1 寺 7 \3 7 ， ,PT 大 
人 


] mn 
+ cc ]。 


(5) Fo = Vx =\2. 1 二 


(X 一 2) 十 … 十 (x 一 2)" 


四 1 1 (-D7" (2n 一 3)0 
=、\2 2 
3 2V2 we 16V/2 号 人 


2 “2 咯 
+o(x-2)")。 
3.， 通过 对 展开 式 及 其 余 项 的 分 析 ， 说 明 用 


比 用 


2 号 4 用 
mn2 =InG+xa) 祥 和 
守 2 3 4 7 


效果 好 得 多 的 两 个 原因 。 
解 利用 第 一 个 展开 式 计算 时 是 用 x== 代 入, 利用 第 二 个 展开 式 计算 
时 是 用 x-=1 代 入 ， 显 然 第 一 个 展开 式 的 通 项 (或 余 项 ) 趋 于 零 的 速度 
快 ， 而 第 二 个 展开 式 的 通 项 (或 余 项 ) 趋 于 雾 的 速度 相对 较 慢 ， 所 以 
在 指定 精度 的 条 件 下 ， 利 用 第 一 个 展开 式 计算 im2 的 值 比 利 用 第 二 个 
展开 式 计算 量 小 ， 效 果 好 。 
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另外 可 以 通过 比较 两 者 的 误差 来 次 明 两 种 方法 的 优 委 : 


27+1 
K- MX X 


In(L+ x) = 下 有 +GRHDGTEJ5T 


27+1 


Xi X 
nl XI) = 2 (Cn+DU 二 总 )25， 


K=1 


可 知 利用 第 一 个 展开 式 计 算 前 "项 之 和 ， 余 项 为 


27+1 1 


了 ,其 中 上 , 忆 位 于 0 与 x 之 间 。 


Pn(X) (2n+1T Te 0 本 作 三 吕 )2 ] 


1 1 
二 :0) 
(2n+T22 


工 
取 x 二 一季 


pr 引 ET 工 、2nH 
4- 


而 利用 第 二 个 展开 式 计算 前 ”项 之 和 ， 余 项 为 


(CD x” 
r (OO = 二 一 其 中 < 位 于 0 慎 x 之 间 ， 


训 香 1 
取 x=1 re 一 ~- -= - 
| 全 示人 和 于 让 生生 和 2 


人 所 以 利用 第 一 个 展开 式 计算 m > 的 值 比 利 用 


(n+D2o9 
第 二 个 展开 式 误 兰 小 ， 精 度 高 。 
4.， 利用 上 题 的 讨论 结果 ， 不 加 计算 ， 判 别 用 哪个 公式 计算 x 的 近似 
值 效果 更 好 ， 为 什么 ? 


3 和 2m+1 
() 和 -camyjx- 二 + 于- + 


27 十 1 
加 泛 (Machin 公式 ) 
本 二 ae Machin 公开 
3 X2nt1 3 X2n11 
s4x- 二 二 +(D" 让 
3 27n+11|1 1 归 27 十 1 1 
人 “239 


解 ”两 个 计算 的 公式 都 是 利用 了 arctanx 的 Taylor 公式 ， 但 第 一 个 公 
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式 是 用 x -1 代 大 ， 而 第 二 个 公式 是 用 x= 年 x= 5 代入。 由 于 


比 [小 得 多 ， 因 此 第 二 个 公式 的 通 项 〈 或 余 项 ) 比 第 一 个 公式 的 通 
《或 余 项 ) 趋 于 雳 的 速度 快 得 多 ， 所 以 用 第 二 个 公式 计算 的 近似 值 
效果 更 好 。 

5 利用 Taylor 公式 求 近似 值 《精确 到 10“) : 


WU) 1g11; (CC ae; G) sin31" ; 
(四 cos89"; (5) %W250 ; (6) (LD2 . 


ln(10+x) 一 了 富生 


1 X 1 w( 
解 (1) lg(L0+x= 一 1 二 ln 人 L+ 三 1 十 十 (X 
中 ) ln10 ln10 人 10) 是 K10' (0 ， 


甘 _ (-TD7"xX 二 X 5 
中 0 (mn10)10"(n+DG+ 铝 人” 10 忆 同 。 


1 1 区 _ 
全 导 划 |7r (TD|I< 0.89x10- 
由 Im TOTITIEETTIESOITETOTIETIEYTE 得 到 InOK 、 


请 足 精 度 要 求 ， 所 以 


1 1 1 1 
lg11<#1+ 出 
8 TI 2.10” 3.10? 本 


) =1.04139。 


了 1 ef 吉 国 、\ 
X K +1 
(2) e 和 +ro90， 其 中 二 < 位 于 0 与 x 之 间 。 


工 


三- 人 儿 六 全 司 攻 区 = 027x10*， 满足 精度 要 求 ， 所 以 


0 
3 2.9 6.27 24.81 


5 记 和 ， 0 
(3) sin(+ 汶 =sin(G)+cos()x RN 十 九 (X) ， 


其 中 九 (X) = cost < 位 于 0 与 x 之 间 。 
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二 于 | 忆 G )E_ 和 工 _<088x10*， 满 足 精度 要 求 ， 所 以 


31180” 


sin 31 =Ssin( 一 + 一 一 ) = Sin 十 COS 一 一 一 一 一 一 ) 多 0.51504 
( 四 二 -sinCZG o 


(4) SinXx=X+ 疡 (X) ， 其 中 CO=- 志 cose， < 位 于 0 与 x 之 间 。 


由 于 IsGsoE10 ， 满 足 精 度 要 求 ， 所 以 


coS89 =SinTL = sin(- 二 ) 人 0.01745 。 
180 ”180 


(5) /9=304+ 和 =304 二 -+n09， 


其 帅 员 国 E 一 二 < 位 于 0 与 x 之 间 。 
125(1+ 局 5 
由 于 | 5 2 (7 =034x105， 满 足 精 度 要 求 ， 所 以 
“155 243 
7 7 7 赴 :7 
一 )=34+ 一 )5=2505 =3( sx3.01708 。 
10543) 7543) 075 蕊 二 243) 


全 


6 一 X 十 六 (X)， 


1.2.0.2.0.8.1.8 ， 届 
其 中 mo = 二 < 位 于 0 与 x 之 间 。 


由 于 |r(0.DKE0.0144(0.04 = 0.144x105， 满 足 精 度 要 求 ， 所 以 


1.2.0.2 1.2.0.2.0.8 


10D= GD2 =1+12.014+7 0 OPw1l12117。 
6.， 利用 函数 的 Taylor 公式 求 极 限 : 
() lim es 一 x 车 O) im2 + (ao>0); 
X 一 X X 一 0 十 X 
(3) ES (4 lim(Wxs+x4 一 MX5 一 X4)) 
x->0\X X 一 >+oo 
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1N]. 1f1 1 

日 岂 e 引 0 Eee 

(7) lim x2(VXTI+AWXCT-2VRD; (8) 吧 [e-x :je Xe_1T 

解 (1) ersinx-x( 六 -GO )+o0O-(CxcHie) = 二 +o0a， 


所 以 


上 汪 二 Sin x 一 x(L+X) 1 


X 一 0 X 
(2) ax 十 q 和 2 到 (ex 一 了 + (em。 -了 


达 过 
而 


所 以 


(3) 由 于 sinx=x+o(x])， 所 以 


二 
S]lD X 一 X 。 OUX 
Smx-x_limoc) 


四 | 二 ccdj- 四 =0o 
x-0\ X x-0 XSID X x->0  X 
人 工 
XX 


人 0 3 
(1L+u)> 一 (一切 ) 二 全 十 O(U 人 二 OU 人 ) ， 


所 以 
六 和 
帮 了 息 
lim (MXxs5 十 X4 一 MXx5 一 X4)= 加 
X 一 >+oo U 一 >0+ 忆 


(5) 合 v= 一 ， 由 于 nd+ 切 =u- 生 +od， 所 以 
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U 一 >0 忆 U 一 0 


工 基 区 
怕 一 凡 十 OU ) 
加 | 守 an[1]|= 友 mG+I -lim2 -7 
X 一 >o0 汪 


(6) 由 于 anx=x+ 半 +oa， 所 以 


如 

X 3 
| 
lim 二 | 二 一 =1im 5 =1m 一 
x->0X\VX tanX x->0 X tanX >x-0 X 3 


vVLI+U+wVL-U-2=(VL+U-TTD+(VL-U 一 全 
和 
二 他 本 R 有 


所 以 


O 〇 


3 \L+uU+A1L- 
lim xz(Vx+1+Vx-1-2wVx)= lm 1+U 人 U 一 2 1 
X 一 > 十 00 本 一 


0+ 


(8) 邻 v = 工 ， 由 于 

XX 
性 三 王 由 中 二 
e ( | 1 一 站 人 


所 以 


2 
e"( U+ 二 ) 1 一 Us 


工 
中 | 人 X?2 十 je A\X5 1 = lim 宇 o 
U 


X 一 > 十 oo| 2 U->0+ 


7. 利用 Taylor 公 式 证 明 不 等 式 : 


X2 X3 


2 
(1) x 一 了 SnG+<X- X>0 ， 


(2) UL+N< <1+ox+ 


2 1<w<2,x>0o。 


证 〈1) 利用 带 Lagrange 余 项 的 Taylor 公式 ， 


2 呈 2 
城 怀 光 三 让 0< 生 <X， 
2 3U4+ 2 
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间 ， 4 奸 总 
[二 交 着 0<< 上 <XxXo 
2 3 44+g) 2 3 


CQ(w-1TD ， 本 CQ(QC-TD(XC-2) 3 


(2) (1+x* =1+wx+ 60TS 且 X，0<E<Xo 


由 于 1<w<2 ,所 以 ckw-Dw-2)<0, 从 而 Lagrange 休 硕 、 二 


小 于 零 ， 于 是 得 到 

(+ <1+ox+ 
8， 判 断 下 列 本 数 所 表示 的 曲线 是 否 存在 渐 近 线 ， 若 存在 的 话 求 出 渐 
近 线 方程 


&C& 甩 2 
2 


X 2 
() 由 (2) 一 1Tx2， 
G) yY=A\V6x 一 8x+3; (4 5 

e 二 e” 1 二 X 
ye 人 Ye 
(7) y=xXx+arccotx; (8) yy=3/x-2)(x+TD2 
(9) y= arc 5 (0) y = eol 

1 十 X? X 


1 1 
(11 y = 臣 一 Xe E (12] y = 人 一 VX” 加 


解 1) 由 于 lm- -=， 所 以 x= -1 是 重 直 渐 近 线 ; 由 于 


2 2 2 
a=lim 之 =lim 一 “ = 工 ， NE -=- 
xoX >x >oX(L+X) Xe\ 工 十 X Xe \ 工 十 X 
所 以 斜 渐 近 线 为 y>= x-1o 
〈2) 由 于 im 了 二 =0， 所 以 y=0 是 水 平 渐 近 线 。 
XXX 一 >o0 吏 


(3) 解法 一 : 由 于 
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lim 


X 一 十 o0 


6x“ -8x+3 
站 


AR 
ct /6x2 -8x+3+AV6x 3 


所 以 当 x_y 时， 渐 近 线 为 y?- VEx- 2 


X 一 一 00 


lim (V6x -8x+3+wV6x = lim 人 2\6 ， 


所 以 当 x_》 “时 ， 渐 近 线 为 y-_VEx+ 


解法 二 : 


FE 6x -8x+3-(ax+D)” (6-a) 关 一 (8+2ab)x+3 一 六 


\6x -8x+3+ax+Db \6x“ 一 8x+3+ax+Db 
由头 罗 太 E0 解 得 0 丰 革 让 = 所 以 当 志 4 上 时: 浙 近 线 为 
X 一 oO G 


3 当 x_ wm 时 ， 渐 近 线 为 y-_VEx+ 2y6 。 


3 


(4) 由 于 季 C+ae:=tw， 所 以 x=0 是 垂直 渐 近 线 ; 命 "~- 工 ， 由 


工 有 加 卫 
这 -lim (2uU+JTDe 一 a 一 Du -lim (=-a)+(3-D)uU+o(u) _ 
XXX 一 >00 U 一 UL 1 一 1 


0， 


解 得 o-15-3， 所 以 斜 渐 近 线 为 y?=x+3。 


(G5) 由 于 im 之 -lm 过-“， 所 以 曲线 无 渐 近 线 。 
《6) 函数 定义 域 为 (-1D , 且 1lim In =+o ，lim In =-o, 所 以 x= 区 
X 一 ] 一 一 X 一 X 


为 两 条 垂直 壮 近 线 。 
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《AU 轴 于 
lim(y-x)= lm arccotx=0， 
所 以 当 x~ +o 时 ， 潮 近 线 为 y>=x ; 
由 于 
lim (y 一 2 = lim arcCot X 三 克 ， 
所 以 当 x 一 -时 ， 潮 近 线 为 y>=x+z。 


(8) 二 
X 


工 交 
_213 了 
lim[ 引 (x-2)(x+1D 一 ax 一 吕 = 人 
X 一 >00 站 


( DGL+ Qa 一 pu+o(u) 


1 一 Q 一 bu 十 
=1m =1m 人 三 
Uu->0 凡 u>0 U 


解 出 a=15=0， 所 以 曲线 有 潮 近 线 y=x。 
(9) 由 于 


0， 


1 一 X” 
lim arccos = arcCcos(- 了 = 元 ， 
xo 1 十 X 


二 


所 以 曲线 有 水 平 渐 近 线 y= r。 


(10) 倒 u= 工 
X 


LU2 


工 本 4 5 
， 1 CosSuU-e 2 一 QU 一 bU 
加 中 ed 2 |-ax-Dj=lmn 一 ” ” ”一 
es] 


X 一 X u 一 0 1 


1 全 | ) 一 au4 一 bus+o(u5) 


本 2 
-四 ， -0 


解 出 o=- 二 ,bp=0， 所 以 曲线 有 渐 近 线 y= -五 x。 
(11) 由 于 


1 
。 2 及 一 浊 人 二 2 二 
Tim x 1 十 X je 


X 一 0 二 
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所 以 x=0 是 一 条 竺 和 直 潮 近 线 。 
全 -:， 
X 
卫 工 
了 工 3 汪 
国 | 中 全 -Re 直到: 一 一 
和 3 沁 3 
站 人 ) 一 ad 一 b+o() 
27 3 2.9 6.27 
4 一 >0 U3 
全 + 二 -Du +o() 
=1lim 6 二 =0， 
U 一 > UL 
工 工 所 FT 八 J 会 | 小 F 乒 引 > 工 工 
解 册 本 二 才 二 = 所 以 斜 狂 近 线 为 ?= Ex- 训 。 


由 国 于 
多 
lim X 1 一 VX“ 二 * = +oo ， 


所 以 x=0 是 一 条 垂直 渐 近 线 。 


令 u= 


》 


1 2_ [二 2 _DUa 
lim 忆 [这 -ec 加 站 - 
U 一 0+ 1 


” UL 3 
十 一 一 + 一 -)-au 一 b+o(o) 
2 2.4 6:8 2 2.4 6.:8 
3 


LU 一 0+ 以 


二 二 +o(u) 
-4 24 S 世 
UuU 一 >0+ UL 


解 出 ac-= 工 5=- 工 ， 所 以 当 x_-> ro 时， 渐 近 线 为 y= 工 x- 工 。 
4 24 4 24 


由 于 


XX 一 一 00 1 X 一 > 一 00 


yy | 去 RTXx 
lim 一 = lim x“ | e2 十 5 |=oo， 


所 以 当 x 一 -时 ， 没 有 渐 近 线 。 
9 _U) 设 0<x < 了 ， x ,=sinx，(n=12…)， 证 明 : 
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。 。 5 3 
(ji limx, =0 ， (iDx ~ (nn 一 oo)o 
2) 设 六 > 0， yn =JnL+y，) (Cn=1L2,…)， 证 明 
二 2 
G lmy =0 国 ~ wo 


证 (1) 易 知 数列 {x } 单 调 减少 且 有 下 界 。 设 其 极限 为 wu， 对 x ,= sinx， 
两 端 取 极 上限， 有 a=sina (0<a< 本 )， 所 以 =0， 即 limx =0。 
2Xn_1 EN 


利用 Stolz 定理 ， 
X“ sin2x . 
一 一 =]lim 


mn 一 (nn- 了 了  ，， 
一 ~ -=1lim 2 | 
有 mn-1 [x, 2Xn_l 市 o(xi 1)] 


lim lim 
] 一 >oo 1 呈 nm 一 oo 1 nm 一 oo X 
本 和 
Xn Xn Xn_1 
所 以 
3 3 
2Xn 区 Cn -人 oo) O 〇 


(2) 易 知 数列 {y,} 单 调 减 少 且 有 下 界 。 设 其 极限 为 b, 对 ,= lnG+ 力 ) 
两 端 取 极限 ， 有 b = Id+ 口 (0<b<y)， 所 以 pb=0， 即 limy = 0。 


利用 Stolz 定理 ， 
此 
lim 一 卫 imow- -lim ynd+y yi) 国术 _ 
no no 1 二 ]n(L+ yi 一 >o0 着 全 [y ， _ 二 多 朱 oO(y7 )] 
Jn yn yn 2 
所 以 


2 
mn (n 一 co)o 


10. 设 函 数 fo 在 [0 上 二 阶 可 导 ， 且 满足 | f"oo1，Foo 在 区 间 (09) 


内 取 到 最 大 值 >。 证 明 : | f(O1+| fl 


证 ” 设 x s(0.D 为 数 的 最 大 值 点 ， 则 foo) = 了 六 人 


代入 foo 在 点 x 的 带 Lagrange 余 项 的 Taylor 公式 


F(O)= foo)+ foo)o- x+ PC 一 xD) -xn ee (0,x)， 
fd= foo)+ Fooidt-xo)+ PCD)G-x)= 了 PC) xD) ，7e(oD， 


工 


兰 :这 本 和 


SN 


导 到 | 


TO+| fs 了 + 了 0 + 四 < 了 + 
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11. 设 fo 在 [o0d 上 二 阶 可 导 ， 且 在 rod 上 成 立 
FooOKE1，| 广 OKE2。 
证 明 在 [od 上 成 立 | foo3。 
证 ”利用 例 5.4.13， 由 于 A=18=2， 所 以 在 [0d 上 成 立 


| FooO 24+3B=3。 


12， 设 本 效 fo 在 [0 上 二 阶 可 导 ， 且 f0) = fO =0，min CO =-1。 
证 明 : 

max f"CO>8。 
证 ” 设 x s(0D 为 函数 的 最 小 值 点 , 则 fx)=-1，f oo)=0。 以 x=0x=1l 
代入 fo 在 点 x 的 带 Lagrange 余 项 的 Taylor 公式 
1O= Go)+ Oo-a+ 二 (GO-x)=-1+PGx -0 ce(0 oz)， 
1 的 = 1OO+ FooG- 区 +PODG-A) =-1+PCODG-A) =0 7sGxoD， 


得 到 
人 
了 = 了 foDG-x) =1。 
当 %<5 时 ，f"O= 二 >8 ; 当 %> 了 时 ，fW)= 所 以 


max 三 (>8o。 
0<x<1 


13， 设 fo 在 [wo 上 二 阶 可 导 ， Fo = Fo =0， 证 明 


工 于 凡 
和 一 二 O 
Iax | 人 g) max | 广 (| 


证 设 |fCoj|= max|1(Co|， 若 x =a 或 b， 则 结论 自然 成 立 。 设 a< xi <b， 
以 x=a 和 x=b 代 入 Foo 在 点 x 的 寓 Lagrange 余 项 的 Taylor 公式 
foO= foo)+ foo)a-x)+ fa -xj es(ax)， 


fg= foo)+ foob-xo)+ PC)JO -xD EuD， 
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将 flo= foO=0，Ffoo)=0 代 入 上 面 两 式 ， 得 到 


[fooE5Co-xPmaslPC9 1fooKE3@-x2maxlf"COl。 


QS<SXS< 


当 总 sa 2 时 ， (a 一 X) < 二 -中 ， 


当 zs[e, 世 时 ， -xj < 二 -oj 
综合 上 述 两 种 情况 ， 得 到 


1Col=max11COE3O-aPmaPC0l。 


Qa<X<b 
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习 题 5.5 应 用 举例 


1 求 下 列 函 数 的 极 值 点 ， 并 确定 它们 的 单调 区 间 : 


( 岂 yY=2x3 一 3X2 一 12X 二 1; (2) yY=X+Sinx 

G) y= Vxinx; (Gy=xre“ (neN+) ; 
\、,，_ 1I-x . 

(5) y = ES 人 

(7 y=3x+ 二 ; 人 @) y=x- dt+ 

(9) y = cosax +sin3sx ; (yy=arctanx 一 x; 

(中 y=2ex+e-*; (2 y=2-3(x=-TD2: ， 
四 LI+3x  . 工 

(9 人 ( 了 = xx ， 


解 (1) 因为 yCo =622-6x-12=6(x+D(x-2) 有 两 个 零点 -12 ， 根 据 一 阶 
导数 的 符号 ,可 知 画 数 在 (C-x,-0 和 [2,+om) 单调 增加 , 在 [12] 单 调 减少 ， 
所 以 x=-1 是 极 大 值 点 ，x=2 是 极 小 值 点 。 

(2) 因为 yCo0 =1+cosx>0， 画 数 在 (-o+o) 严 格 单调 增加 ， 无 极 值 点 。 


G) y00 -+m 有 夫 点 e"， 根 据 一 阶 导数 的 符号 可 知 本 数 丰 


(0e 引 单调 减少 ， 在 [e?,+o) 单 调 增加 ， 所 以 x=e? 是 极 小 值 点 。 
(4) y(O=(n- xce“ 有 零点 0 和 nm， 
当 ” 是 偶数 时 ， 画 数 在 (C-,01 和 [n+o) 单 调 减少 ,在 [o,m] 单 调 增加 ， 
所 以 x=0 是 极 小 值 点 ，x =n 是 极 大 值 点 ; 
当 n 是 奇数 时 ， 本 数 在 (-o, 跨 单调 增加 ， 在 [n+o) 单 调 减 少 ， 所 以 
x=7 是 极 大 值 点 。 
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(5) y 和 六 具有 相同 的 单调 性 ， 2 ) -区 有 雳 点 x= -5， 


x= -1 是 不 可 导 点 。 根 据 一 阶 导 数 的 符号 ， 可 知 函 数 在 (Co, -HU 和 [5+oo) 
单调 增加 ， 在 [-12) 和 (2.5] 单 调 减 少 ， 所 以 x= -1 是 极 大 值 点 ，x=5 是 
极 小 值 点 。 


(6) 7 -3 人 寺 有 雳 点 x= 1+W， 根 据 一 阶 导 数 的 符号 ， 可 知 


函数 在 (<-o1- Vv2] 和 [L+ V2,+o) 单 调 增加 ， 在 [L- V2,1+ V2] 单 调 减少 ， 所 
以 x=1-V2 是 极 大 值 点 ，x=1+V2 是 极 小 值 点 。 


《7) y'(o = 3- 亏 有 雳 点 x= 4 根据 一 阶 导 数 的 符号 ， 可 知 函 数 在 


站 


2 2 AAA 、 2 2 、FT、 一 
=00 二 = 一 一 -+oo 调 增 二 全 攻 ] 需 世 少 人 > 
(--co， 启 ] 和 [三 # ) 单 调 增加 ， 在 [ 万科 和 人, 万] 尘 凋 减少， 所 以 


x=- 万 是 极 大 值 点 x= 万 是 极 小 值 点 。 


(8) yo -1 天 有 雾 点 x=0， 男 数 在 x= -1 不 可 导 ， 根 据 一 阶 
导数 的 符号 , 可 知 丁 数 在 [o +) 单调 增加 , 在 (Li01 单 调 减 少 , 所 以 x- 
是 极 小 值 点 。 


(9) y(x)=3Sin XcoSs xX(Sin xX 一 省 妆 贞 更 ,Kr+ 本 ， 根据 一 阶 导数 


的 符号 ， 可 知 丁 数 在 [Dkr+ 二 ,2Kz+] ， Dkr+z2kr+ 2] 和 
[Dkr+ 字 ,2kr+ 27] 单调 增加 ， 在 [kr2kr+ 本 ] [kz+ 刁 ,2Kz+ 帮 ] 和 
Dkr+ 江 ， 2kz+ :单调 减少 ， 所 以 x= 2kr2kr+ 本 (2K+Dz+ 本 ， KeZ 是 


极 大 值 点 ，x= 2kr+ 全 2kz+zr,(2K+Dz ，KeZ 是 极 小 值 点 。 


(10) y(CO = 1=-- 二 二 <0， 画 数 在 (+e) 严 格 单调 减少 ， 所 以 
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没有 极 值 点 。 
(11) yoO=2ex 一 e “=(2e 池 一 De 有 零点 x=- 5 2 ， 根据 一 阶 导数 的 符 
号 ， 可 知 本 数 在 [3 2 4) 单调 增 加 ， 在 Co-5 2] 单调 减少 ， 所 以 


X 一 一 5 2 是 极 小 值 点 。 


(12) y (0=-3Cx-0*，x=1 是 不 可 导 点 ， 根 据 一 阶 导数 的 符号 ， 可 


知 函 数 在 (-z 习 单调 增加 ， 在 [+o) 单 调 减 少 ， 所 以 x=1 是 极 大 值 氮 。 


(3) yC0=- 卫 -5 有 老 点 x= 芋 ， 根 据 一 阶 导数 的 符号 ， 可 知 西数 
(4 二 5x2)2 


在 Cz, 马 单调 增加 ， 在 号 +m) 单调 减少 ， 所 以 x= 是 极 大 值 点 。 


G4) ya= 疙 二 mx 有 雪 点 x=e， 根 据 一 阶 导数 的 符号 ， 可 知 画 数 


在 (0,e] 单调 增加 ， 在 [e+oo) 单调 减少 ， 所 以 x=e 是 极 大 值 点 。 
2.， 求 下 列 曲线 的 扎 点 ， 并 确定 函数 的 保 凸 区 间 : 


(yy= -x+3x2; (2) y=x+sinx; 
(3) y= VL+X2 ; (0 7 = xe-; 

(7) y=x-InG+x); (8) y= arctanx 一 x; 
(9) y=(x+1D4+ex; (0 y=lnG+x2); 
(中 了 = er; (] y=x+wVx=-1. 


解 (1) y(CO=-32+6xy"O=-6x+6， 二 阶 导数 有 零点 x=1， 根 据 二 
阶 导 数 的 符号 ， 可 知 点 42) 是 曲线 的 拐点 ; 
函数 的 保 凸 区 间 : (-o 习 下 凸 ，[L+o) 上 辆 。 
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(2) y(x)=1+Ccosx,y"(X) = 一 SinX， 二 阶 导 数 有 雳 点 x= KZr,KeZ 根据 二 
阶 导 数 的 符号 ， 可 知 点 (kzmkzm, ksZ 是 曲线 的 拐点 ， 


函数 的 保 凸 区 间 : [2kzr,2kz+z 上 凸 ，[2kr -rr2kz 下 凸 。 


2 


(3) y(00= 一 -一 ,YX) = 二 0， 所 以 曲线 
1+X 人 AI 上 关 (WL+X2) (VI+X 
没有 所 点 ; 


函数 的 保 凸 区 间 : (oo+ro) 下 凸 。 


(4) y(O0=d-ae yo=(x-2e， 二 阶 导数 有 零点 x=2， 根 据 二 阶 
导数 的 符号 ， 可 知 点 C, 是 曲线 的 拐点 


函数 的 保 四 区 间 : (-o2] 上 凸 ，[2,+oo) 下 辆 。 


(一 5) 
3 


4 2 

一 一 2 一 10X 一 2 可 米 站 

了 有 才 
9(X+1D3(X 一 2)3 


(5) yoO= (x+1T 3(x 一 2] 


点 x-54+3J， 根 据 二 阶 导数 的 符号 ， 可 交点 | sa 已 交 ds 局 | 是 昌 线 


的 拐点 
函数 的 保 凸 区 间 : (oo5-3v3] 和 (25+3V3] 下 凸 ，[55-3V3.2) 和 
[5 + 3V3,+oo) 上 辆 。 


[6 凑 风 三 全 ER 2 过 阶 导 效 少 圭 战 
(X + 了 ) (x + 了 


x- .12+ 上 且 ， 根 据 二 阶 导数 的 符号 ， 可 知 点 CLD [35 仙 | 是 


曲线 的 拐点 ; 
函数 的 保 凸 区 间 : Co -0 和 [2-v32+v3] 下 凸 ，[2+V3,+o) 和 
[12-V3] 上 吓 。 
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1 、 
_ 1 _ >0， 曲 线 没有 拐点 ; 


人 
(7 下 人 (L+xX) 


函数 的 保 凸 区 间 : CL+o) 下 上 四。 


(8) yo- 一 -yoO=- 一 江 ， 二 阶 导数 有 堆 点 x=0， 根 据 二 阶 
工 +X (L+x- ) 


导数 的 符号 ， 可 知 点 (0,0) 是 曲线 的 拐点 ; 
函数 的 保 凸 区 间 : Co,0] 下 凸 ，[o,+o) 上 凸 。 
(9) y"oo=12(x+D2+es>0， 曲 线 没 有 揭 点 ; 
函数 的 保 凸 区 间 : (-o,+oo) 下 辆 。 


(10) y(C0=-2 ,yo0=<2 ， 二 阶 导数 有 零点 x= 世 1， 根据 二 阶 
1 十 X (+x ) 


导数 的 符号 ， 可 知 点 (tn2) 是 曲线 的 拐点 ; 
函 数 的 保 凸 区 间 : Co- 和 [+o) 上 凸 ， 记 2 下 凸 。 


(11) y(O 全 REED 人 


arctan X 工 一 2X 人 米 E 王 工 
证 (EX 二 阶 导数 有 过 所 x= 了， 


根据 二 阶 导 数 的 符 生 ， 可 知 点 | 十。”” | 是 曲线 的 可 点 


画 数 的 保 凸 区 间 : (-x, 习 下 几 ， 世 +o) 上 四 。 


(12) yo =1+ ,y"(x) = 一 <0， 曲线 没有 拐点 ; 
2AWX 一 1 4(x-1Tz 


函数 的 保 凸 区 间 : [L+oo) 上 辆 。 
3， 设 foo0 在 x 处 二 阶 可 导 ， 证 明 : fo 在 x 处 取 到 极 大 值 〈 极 小 值 ) 


的 必要 条 件 是 fox)=0 且 fox)s0 (Fox)>0)。 
证 先 设 foo 在 x 处 取 到 极 大 值 ， 则 由 于 Foo 在 x 处 可 导 ， 所 以 


fx)=0。 知 六 oo)>0， 则 由 
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foo = foo+ Poaj(x- 和 + oo) 


(X 一 xD) 十 O((X 一 xD) 
= 厂 x)+ 一 一 一 


(x 一 X0) +O(xX 一 2X0) ) ， 


可 知 当 xz*x 充分 接近 x 时 ， 有 和 3 与 foo 在 x 处 取 到 极 大 


值 矛 盾 ， 所 以 PCxo)<0。 

fo 在 xu 处 取 到 极 小 值 的 情况 可 同样 证 明 。 

4， 设 foo=(x-aroo, oo 在 x=a 连 续 且 oaojz=o, 讨论 foo0 在 x=a 

处 的 极 值 情 况 。 

解 首先 有 Fa =0。 

当 n 为 偶数 时 (x-o">0， 当 pm>0 时 ，foo=(x-arooo0) 在 x=a 
附近 非 负 ， 所 以 x = a 为 本 数 foo 的 极 小 值 点 ; 而 当 w(o<0 时 ， 画 数 
fo0)=(x-anreoo0 在 x=a 附 近 非 正 ， 所 以 x = a 为 函数 的 极 大 值 点 。 

当 Dn 为 奇数 时 (x-o" 在 x=a 附 近 变 号 ，b(oz0，FooO=(x-anp(x) 
在 x=a 附 近 也 变 号 ， 所 以 x=a 非 极 值 点 。 

5. 设 foo0 在 x=a 处 有 n 阶 连续 导数 ， 且 Fa) = f"(a) =…= Fo-(a) = 0， 
foloz0， 讨 论 fo 在 x=a 处 的 极 值 情况 。 
总 -人 


解 foO= foO+ 一 2-(x-q"，# 位 于 0 与 x 之 间 。 由 于 fo 在 x=a 处 有 


n 阶 连续 导数 ， fm(oOz0， 所 以 当 x 位 于 x=a 附 近 ， 8 不 变 号 
利用 上 题 的 结果 可 知 : 

当 m 为 偶数 时 ， 若 f"(O>0， 则 x = a 为 函数 fo 的 极 小 值 点 ; 
fw(O<0， 则 x=a 为 函数 fCo 的 极 大 值 点 。 

当 Dn 为 奇数 时 ，x = a 不 是 本 数 fo 的 极 值 点 。 
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6， 如 何 选择 参数 An> 0， 使 得 


下 芝 本 PP 
) 挟 


在 x=+tc 〈c>0 为 给 定 的 负数 ) 处 有 拐点 ? 


， _ -27x aa 22 xx) 3 如 本 
解 y (9) 3 ,y "CO ee 可 知 曲线 在 x + 处 


有 拐点 ， 所 以 取 六 -二 即 可 。 
5 


7. 求 y= 


ER 可 知人 后 二 ] 是 曲线 的 拐点 ， 由 于 


(L+X2) (LT+Xx2)2 ” 


"二 -+， 得 到 在 拐点 处 曲线 的 切线 方程 为 


即 : 3V3x-8y-1=0 和 3vV3x+8y-5=0。 
8， 作 出 下 列 本 数 的 图 象 〈 渐 近 线 方程 可 利用 上 一 区 习 题 8 的 结果 ) : 


2 

沈 机 2X 。 

人 7= 去 一; 人 
1 

(3 yY=A\V6x 一 8x+3; (4 y=(2+x)Jex; 

ex 十 ex 、 1+X . 

二 一 一]n 
(5 》 7 ? 人 / 了 1 二 这 了 
(7) y=x+arccotx ; (8 y=3x-2)(x+TDz ， 
区 尼 

(9 二 


 X ， X(X+2) 2 
解 出 人 人 + 
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X (oo, 一 2) -2 (2 一 开 (0) 0 (0, +oo) 

y， 遇 0 全 | 光 焉 六 小 “二 0 + 

了 和 二 一 | 无 定义 | + 汪 

， R 极 大 值 人 极 小 值 
-4 0 


渐 近 线 为 y>=x-1 和 x=-1。 


(2) 因为 y 为 奇 画 数 ,只 要 考虑 x>0 的 情况 。 


2x ，2U4-z)  ，4x(02 一 3) 
1 
x 0 (0. 1 (LV3) \3 | (3,+o) 
] 十 十 0 一 一 三 
了 重 一 全 叶 到 0 二 
| 极 大 值 
| 1 、 人 
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潮 近 线 是 y=0。 


y=2x/((1+x2) 


(3) y”=V6x -8x+3， ee "一 “ 。 
V6x2 一 8x+3 \/(6x2 一 8x+3y? 
x (Co 习 : (Ga 
SEE 0 十 
十 十 十 
极 小 值 二 
导 有 有 


渐 近 线 为 ，*- V6x_246 和 y，-_VEx 


3 
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(0 y=C+xer， 7 = 7"= 旦 er。 
x | Ce 二 |c- 习 | -|ca0|o|o25| 2 | om 
无 
》 下 0 生 恒 一 | 定 | 一 10 十 
义 
无 
了 人 0 + | 定 | 十 |+| + 
义 
极 极 
本 拐点 “| 同时 
| 三 导 ss | 定 s 有 
值 人 值 
e 有 


潮 近 线 为 7?>=x+3 和 x=0。 


y=(xr2)e 父 


《5) 由 于 y 为 偶 函 数 ， 只 要 考虑 x>0 情况 。 


145 


ex 十 ex ee 一 e” _e 十 e“ 
2 ”” 2 2 
X (-co,0) 0 (0, +eo) 
》 一 工 十 
多 " 十 十 十 
》 极 小 值 1 用 


无 潮 近 线 。 
y=(exx/12 

1 二 X 2 4X 
和 

X (-10) 0 (0,T 

》 十 2 十 

多 " 二 0 

》 /| 拐点 〈0,0) 区 


x=t+l 为 两 条 垂直 潮 近 线 。 
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n+HOA 人 9] 


有 
X 2X 


(7) =x+arccotx := ， 三 二 
1+X 人 


X (-oo,0) 0 (0, +oo) 
多 十 0 十 
了 二 十 十 

7 考 | 拐点 〈0， ) | 


潮 近 线 为 y>=x 和 y=x+zro 


y=x+arccot X 
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(8) y=3DC+ 下 ，y =- 一 二 ”= 一 芝 。 
(x 一 2)3(x+Ts (x 一 2)3(x+TDs 
(一 oo， 一 了 加 喇 1 (- 上 了 1 (由 2) 2 (2， +oo) 
无 定 
》 人 全 0 ES 
义 
无 定 无 定 
多 " 提 后 | 无 必 义 」 言 
义 义 
极 大 极 小 另 点 
》 区 区 P 
值 0 值 -4 (2,0) 


渐 近 线 为 7?= x。 


(9) y = arccos | 


多 二 三 


1 忆 
4 
[和 计 工 十 X 


1 上 +X“ 


X 
十 X? 


2Sgn(X) 


》 
1 十 X2 
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1 一 X“ 
是 偶 范 数 。 y = arc 0 二 


十 X? 


， 4xSsgn(X) 
WE 


X (-oco,0) 0 (0, +oo) 


多 " 一 无 定义 宇 


y 人 极 小 值 0 民 


潮 近 线 为 y= r。 


9， 求 下 列 数列 的 最 大 项 : 
0 全 OF 
解 〈1) 命 100 -所 ， 则 GO-= 妆 d0-m2 fo 的 极 大 值 点 为 
了 14.4， 且 fd4=- fd5)=<56730>0， 所 以 最 大 项 对 应 mn=14 ; 
(2) 合 1Q= 吕 ， 则 ao=xdag ， 极 大 值 点 为 x<e， 而 
fO)- f(3)<0， 所 以 最 大 项 对 应 mn=3。 


10， 设 为 实数 ， 证 明 


|a+bl -|al |p| 
ee O 
1+|a+pl 1+lal 115D| 
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证 对 于 画 数 y=_“ ， 由 -_ 工 >0， 画 数 y 单 调 增加 , 所 以 


1+|a+b| | 1+ol+ 岂 Il 癌 ” 1+|al 5 
11. 设 o>jn2-1 为 帝 数 ， 证 明 当 x>0 时 ， 
X 一 2ax+1<eo 
证 令 fO=ex-(02-2ax+0D， 则 
f (OO=e*-2x+2a，f"ooO=ex-2。 
由 于 在 (omn2) 上 71"co<0，fFoo0 在 [on2] 严 格 单调 减少 在 dn 2,+oo) 
上 oo>0， foo0 在 mm2,+o 严 格 单调 增加 。 所 以 x=in2 为 oo 在 (0,+oo) 
上 的 最 小 值 点 。 由 于 fn2)=2-2imn2+2a>0， 所 以 foo>0, vx>0。 再 
由 fo0)=0， 得 到 foo>0, vx>0， 证 毕 。 
12. 设 K>0， 试 问 当 K 为 何 值 时 ， 方 程 arctanx-jx=0 有 正 实 根 ? 
解 邻 foo=arctanx- 必 ， 则 
上 0) = 0,， 帮 +oo) = 
当 kK>1 时 ，FCo<o0(xz0， 所 以 Fo 严格 单调 减少 ， 由 Fo) =0 可 知 方 
程 无 正 实 根 ; 当 0<K<1 时 ，f0>0， 所 以 当 x>0 很 小 时 foo>0， 由 
连续 函数 的 替 点 存在 定理 ， 可 知 方程 必 有 正 实 根 。 
13. 对 a 作 了 mn 次 测量 后 获得 了 nm 个 近似 值 faj ， 现 在 要 取 使 得 


3 二 > 二 
达到 最 小 的 作 为 a 的 近似 值 ，5 应 如 何 取 ? 
解 由 
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下 = 疡 -or -名 =-2(2a-n9=0， 


可 得 <= 工 ya ， 这 就 是 使 * 达 到 最 小 的 的 近似 值 。 


靖 K=1 


14. 证 明 : 对 于 给 定 了 体积 的 圆柱 形 ， 当 息 的 高 导 奈 面 的 直径 相等 的 
时 候 表 面积 最 小 。 

证 设 圆柱 体 的 奈 面 半径 为 "， 高 为 0， 则 圆柱 体 的 体积 V = rrzm。 其 

表面 积 为 


S=27zr +27 疙 = 27(r 
7 


=27(27r 一 加 
dr 7 


求解 上 述 方程 ， 得 到 


册 ， 下 
V 2 克 7 


此 时 圆柱 体 的 表面 积 最 小 ， 证 毕 。 

15. 在 谨 为 "高 为 的 三 角形 中 作 内 接 和 矩形 ， 阜 形 的 一 条 边 慎 三 角形 
的 底 边 重合 ， 求 此 阜 形 的 最 大 面积 ? 

解 设 宅 形 的 碟 边 《每 三 角形 底 边 重合 者 ) 长 为 x， 高 为 7>， 由 


)=0o。 


X_ ->y 
Q 六 ， 
可 知 殖 形 面 积 为 
G 
9=Xy 三 一 ( 尹 一 y)y， 
有 
dadS ada 
一 = 一 (hh -2V)=0 
汪 羡 (人 y)=0， 
解 得 
2 


所 以 当 y=2,x= 二 时 ， 抵 形 面 积 最 大 ， 最 大 面积 为 s= 罗 。 
16， 求 内 接 于 枯 圆 所 + 忆 =1， 边 与 棋 贺 的 轴 平 行 的 面积 最 大 的 矩形 。 
解 设 矩形 的 长 与 宽 分 别 为 2 与 2y， 则 所 + 淄 =1， 和 矩形 的 面积 为 


2 4bxA/a2 一 
a 


解 得 x- 4， y= 也 ， 所 以 当 和 矩形 的 边 长 分 别 为 ia 年 \ 功 时 ， 内 接 矩 
RE 
形 的 面积 最 大 。 


17， 将 一 块 半径 为 "的 圆 铁 片 剪 去 一 个 圆心 角 为 6 的 扇形 后 做 成 一 个 
漏斗 ， 问 6 为 何 值 时 漏斗 的 容积 最 大 ? 
解 可 以 求 得 漏斗 的 底面 半径 为 = 和， 高度 为 


-| 全 和 | -二 WO7 


2 六 


所 以 漏斗 的 容积 为 
_1 [Crz-grl ES 
V 2 | 人 O 二 


2 克 


-0 V4z0-0” ， 


ayVY __ 广 (C2x-O) 


dg 247r2V4rz0 一 0 
上 式 关 于 6 在 (0,2? 刀 中 有 唯一 解 


O = 圳 上 -等 |， 
3 


这 束 是 使 洞 斗 容积 最 大 的 角度 0。 
18. 要 做 一 个 容积 为 Y 的 有 盖 的 圆柱 形容 器 ， 上 下 两 个 底面 的 材料 价 
格 为 每 单位 面积 o 元 ， 侧 面 的 材料 价格 为 每 单位 面积 2 元 ， 问 直径 每 
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(30 -12z0O+472)=0， 


高 的 比例 为 多 少时 造价 最 省 ? 
解 设 圆柱 形容 器 的 底面 直径 为 D， 高 为 H。 则 容积 V 7= 二 zD: 互 ， 造 价 
为 


记 人 
4 2 也 
P 4 
本 0 
dD 也 
解 得 
4VD 4V 
= 了 ， 
和 5a 万 


这 时 了 = 2 -2 ， 所 以 ， 当 直径 与 高 的 比例 为 时 造价 最 省 。 


19. 要 建造 一 个 变电站 M 向 A、B 两 地 
送 电 (图 5.5.6)，M 导 A 之 间 的 电缆 每 
千 米 co 元 ， 与 B 之 间 的 电费 每 千 米 5 元 ， 
为 使 总 投资 最 小 ， 问 变电站 M 的 位 置 应 
满足 什么 性 质 ? 图 556 
解 设 C 与 M 之 间距 离 为 x， 则 

1AMF Ver+1L2，|BM 上 VG3.2 一 六 +18? ， 

变电站 的 总 投资 为 


P=alAMI+b|BM | 
= av1.44+ 妆 bj3.24+(3.2 一 x? ， 


(单位 : 干 米 ) B 


dp ax  bG32-M 
da AM 1BM| 


党 
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[|CM | 


sing _ |AM| 
Q 


snb， |DM | 
|BM | 


》 


这 束 是 变电站 M 的 位 置 应 满足 的 性 质 。 
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1， 求 下 列 不 定 积分 : 
() foe 十 2X2 一 5Vx)dx ; 
G) (xs +ac)dx ; 


(D) Le csc” X 一 SecCxXtan X)dx ; 


(太吉 
注 


( | COS 2X 


COSX 一 Sinx 


(3 da- x2JVxwVx dx 


题 6.1 


CO) |Gsinx+3ex)]dx ; 
(4 Ue + cot“ x)dax ; 


(6) | (xc -2)3dx ; 


e 志 吉 寺 e 


1 靖 相 Esce 


3x 
N “ 3 
过 dx ; 
人 
\ COS 2X 
地 Ji XSin2 X 


总 
解 (1) ee+2x -5VOdx=| eax+ajeax-5Vax=5e+3we- 写 +C。 


(2) |Ginx+3e)dx=|sinxdx+3le'dax=-cosx+3e"+C。 


(3) fx 二 ax)dx =|xax+|aadx= 


1 
0 
Q 十 


光一 直 本 机 各 闪 5 
na 


(4) e+rcoe xdx= | (+csc? x)dx=x 一 cotx+C。 


(5) ecsc: x 一 secxtanx)dx=2| csc? xdx -| secxtan xdx = -2cotX-secx+C o 


(6) |(x -2)adx =| (ce-6x+12X -8ax= 3 - +4x 一 8x+C。 


1 
7 Jo+)zdx=[o2+2+ 二 dx= 二 x+2x- 二 +C。 
X X” 3 X 


(8) w 庆 四 E 


工 工 工 6 2 
| 有 RTVOUw=2x 大 x+2W+T3VO+C。 
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人 slfeszGre 


1 
In4 In2-]n3 3 ]ng99” 


忒 水 
(10) [一 =|2ax- jlG 了 


COS 2X 
(11) | 一 一 一 一 dx=|(cosx+sinxdx=sinx-cosx+C。 
COSX 一 Sin X 


=2arctanXx 一 3arcSsinXxX+C o 


(121 呈 PP | -j 


(13) da- x)VxvVx dx =| -xx 了 -和 下 人 


COS 2X cos2 xX 一 Sin2 xX 
(14) | 一 一 一 一 =| 一 一 一 一 wx=|csc xdx -| sec? Xdx 
COS2 XSin2 X COS-  XSin- X 


= 一 CotX 一 tanX+TC=--2CSC2X+Co 
2. 曲线 y = foo0 经 过 点 -0D， 且 在 任 一 点 处 的 切线 斜率 为 该 点 横 坐 
标的 倒数 ， 求 该 曲线 的 方程 。 
解 由 题 意 ， 曲 线 y = /Co 在 点 (e 妨 处 的 切线 斜率 为 光 = 二， 于 是 
y=[ 空 -ml+C， 将 点 (e-D 代 入 ， 得 C=-2， 所 以 曲线 的 方程 为 


y=nx-2。 

3. 已 知 曲线 y = fo 在 任意 一 点 (x Fo) 处 的 切线 斜率 都 比 该 点 横 坐 标 
的 立方 根 少 1， 

1 求 出 该 曲线 方程 的 所有 可 能 形式 ， 并 在 直角 坐标 系 中 画 出 示 
) 

2) “ 吉 已 知 该 曲线 经 过 4 反 ， 求 该 曲线 的 方程 。 


解 (1) 由 题 意 可 得 候 - 双 -1， 所 以 y=JGR-Dax=22-x+c， 这 
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承 是 所 求 曲线 方程 的 所 有 可 能 形式 。 


(2) 将 点 GD 代 大 上 述 方程 ， 可 得 C- 3， 所 以 过 点 GD 的 曲线 方 


4 
程 为 ?= 三 xz -x+2。 
4 4 
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习 题 6.2 换 元 积分 款 和 分 部 积分 法 


丰 求 下 唱和 不 是 根 分 .。 


dx \ 
由 加 | -一 了 
d 
(人 Jesez dx; 
X X 2 。 1 。 
(5) (2* +3*)2dx ; (6) [dx 
(7 fsins Xdax ; (8) an xsec? Xdax ; 
(9) sin 5x cos3xdx ; (0) | cosz 5xdx ; 
(2x+4)dx YN 加 
人 中 
X2Gx 
人 出 | 一 一 4; 
Sin X 十 COSX 、 dx 
四 JR 人 人 人 ， 
ax . 1 一 X 
tan 1 X2 从 dx; \、 "Sin X COS X 
史 局 和 i 主 汪 2 W ee 
dx _1id(4x-3 1 
必定 | 人 |4x-3+C。 
二 
(2) Et 万全 5 二 arcsin(V2xJ+C。 
人 
er" 一 8 下 e -1 2 |e+l 


(4) | e3x+2 Gax 二 了 je d(3x+2) = 了 e+ Ex5 
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22 中 2 6* 十 上 3 人 5 


5 2x +T3x)2dx=|(2 尖 +2.6*+32)dx = 
(5) [ 人 | 2]n2 In6 2]n3 


5 
一 一 arctan 二 平 :Ga 


而 


(7) fsins xdx=|Q- cos“  x) ”sin xdx = -| da- 2cos X+Ccos xX)d cosx 


(6) | d(V5x) = 


| 
2 十 5X2 | 


0 
3 5 
(8) an XSec” xdx= | tan xd tan x = 二 tan' X+TCo 
_ 工 5 1 1 
(9) fsin5x COS3xdx = 了 Gin8x+sin 2X)dx = 和 2X+C o 


(10) cosz 5xdx = 人 1 
2 2 20 


(11) 人 (2xX 十 4)qx 人 +4x+5) _ 3 
(x+4xX+5)2 。( 必 +4x+5)” x+4x+5 
上 


(12) 、 dx 三 2|sinVxdVx =-2cosVx+C。 


位 2 X2dx 二 
所 一 2x3 如 -2 


d =-[ 一 一 一 dC- 瑟 =-cot 必 - 厂 +C。 
0 2 4 
Sin (一 一 一 ) 
2 


(13) 30-2x 人 


G4) | 


1 一 Sin X 


Sin X 二 COSX d(sin x 一 3 < 
(15) | 一 一 一 ax = | 名 一 c2 鸭 ==Ginx-cosaa+C。 
ASin X 一 COSX 引 Sin X 一 COSX 
ax darcsin X 1 
(16 三 = 一 +C 
| (arcSsin X) AVI 一 X? | (arcsin x)” arCcSin X “ 


ax _f dx-D _- 了 
(17) | | 二 Darctang TD+Co。 


(18) -了 | d(2x) 二 d(9 一 4x ) 忆 ) 


V9 一 4x2 9-4x 8 V9 一 4x”? 
ee 4x“ +TCo。 


(19) 人 anV1+ze dx 三 anV+z GANWL+X: =-n|eos 1+X2 


二 Co 


VIATX” 
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(20) se 人 


1+Sin4 X 2 
2. 求 下 列 不 定 积分 : 


arctan \V/x 
Cd 四 
人 


(G) |(x-Dx+2)2dx ; 


dx 0 
解 0 1 一 


=]ln(VL+e -TD-x+Co 
(2) 当 x>0 时 ， 


1+sin4x 


= 二 arctan(sin x+Co。 


(2) dx  ， 
XNVL+XxX2” 
1+ ln x 
Y 
人 二 


(0) 人 xz(x +1TDndx ; 


(8) [ 半 一 ww 


本 


人 fx 一 dx; 


(4 | ML-x dx ; 


(0 7 


) Cx 机 
人 


o0 | dx ; 


X(x"” + 了 


= 一 In(e +wVe+TD+C 


| dx =| dx 本 二 dx 二 1+x 一 1 
人 
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当 x<0 时 ， 也 有 相同 结果 。 


人 ) | on dx =2 | 下 本 d \Vx = 2 | arctan Vx darctan \x 


=arctan2Vx+C。 


(4) 和 证 司 工 


C 
(XInXx)” RE 


(xnx)- xnx 
(5) jj-DC+22 人 jx+r2 30x+2 
1 到 省 本 
0 了 CX+2) ECG 


(6) (x+D"ax=[[x+D2-2(x+Dm+CX+D"]ax 


二 (x+Dra_ 村 (x+1TD+C。 
mn 十 3 mn 十 2 ] 十 1 


(7) 当 x>0 时 ， 


(x 一 +1-TDdx 一 
机 


后 二 X2V1L+X 一 V1+X 一 


号 
1 人 (+x22 ML+X2 
本 
3  X X 


当 x<0 时 ， 也 有 相同 结果 。 
注 : 本 题 也 可 令 x= tant 化 简 后 解 得 。 
(8) 当 x>0 时 ， 


Vx2 -9 ，_ ，x“ -9 Xdx d(3x 一 ) 
人 


ER 
X 
当 x<0 时 ， 也 有 相同 结果 。 
注 : 本 题 也 可 邻 x= 3sect 化 简 后 解 得 。 


(9) 邻 x=sint， 则 
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_ Tcostdt _ 


dx X 
| = |sec 人 


(10) 令 x=atant， 则 


= qd 


| -一 -一 < 工 ] | 人 EC 

T 六 0 2 十 四 
IxX 一 a X 一 G 1 

(11) | 人 X“ d@ anilx 


2 
(12) x | dx 三 四 dx =-|V2ax 一 xdx+ 2 
| 2Q 一 X | | 


=-|V2ax-x-dx-a d(C2qx-x ) 十 2a 
| 人 X? 5 


一 了 2ax X” + arcsin < 一 人 一 2aV2ax 一 x+C 


Q 


十 AR 
六 V2ax 一 X 十 5 arcsin 


Q 


“| 二 


G 
二 Co 


二 2 本 题 答案 也 可 写成 -二 V2ax 一 X 十 30arcsin +C。 
a 
〈13) 合 t= ZX, 则 x = 了 ,ax= 地， 于 是 


d tdt 
[王浆 ee In+ti+c=V2x-In(L+V2x)+C。 


1+t 


(14) 全 = 角 -x, 则 x=1-b,dx=-3tzdt， 于 是 
| 妇 让 -xdax=-3| -62edt=-3| -206+0)dt 


3 2 2 “3 2 
三 1 一 X)3 十 一 人 一 X)3 1 一 X)3 二 C 
) ) 1 ) o 


dx dx X 1 
和 
攻 X2 一 工 属 1 一 x 一 | 1 一 X 一 En 

(16) 邻 x=asint， 则 
X2? 0 a- 
ee =|a sin tdt = | COS 20)dt 
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2 2 这 


da Q” . | 网 
= 本 二- 玫 sin2t+c= arcsin 了 XVQ 译名 
a 


(17) 令 x=acost， 则 


\/ 门 2 _ yx2 s 
| 2 dx 三 [ 痉 三 [anztatanx 
X a2 .cos“f aq 
演 过 污 区 
SS = @a 
3a 3a X 
(18) 人 | 1 一 X“ 
证 


二 2 | 人 RE 
SR 7 让 X 
注 : 本 题 也 可 他 x=sint 后 ， 解 得 
dx 
一 -一 =arcsinx 一 tan( 一 arcsin xX) 二 C 
2 


(197 令 5= 双 -1， 则 


人 ee 


(x 一 1 (x 一 1 
工 3 工 
= 工 十 一 十 痢 这 2 t 十 | [ 十 
计 t 4 4 8 
2 
4 14 4(xX4-D 8(x -1) 
工 1 dx 
C0) | 一 一 必 =| 一 人 =- 一 | 一 一 
X(X” 本 X (+x ) mn 工 +X 
=- 二 mt+x 二 +Co 
7 mn |1+X” 
3 求 下列 不 定 积 分 : 
]) |xez dx ; CO) |xin(x-Dax; 
3) xz sin 3xdx ; (4 全 


Sin2 X 


177 


(5) | xcosz xdx ; (6) | arcsin x dx ; 

(7) |arctan xdx; (8) | zarctan xdx; 

(9) 「xtanz? xdx; dl [全 2 

() fa xdax; (7) 1xzlnxdx; 

(| esin5xdx; ( 刷 |exsinz xdx; 

他 [ 卫 攻 dx; (9 |cosdtnxJadx; 

(7 arcsin x)zdx ; (8 |Vxevw dx ; 

(9 ev dx ; o0 |n(x+VL+x2)dx. 


解 〈1) |xer tx = 二 xex -二 [exdx==ex(Cx-D+C。 
2 2 4 


丰 
(2) [xnox-Daw=352mx 1T) 了 [= 了 (0 TDIin(x-T 二 


(3) Jesin3xdx=-32eos3x+3 人 xcos3xgx 
工 ， 2 由 
和 人 Sin 3x 一 3X” COS3X) 一 jjsi 3xdx 


= 1 2 cos3x+Co。 
9 3 27 


(4) [一 dx=-xcotx+|cotxdx= -xcotx+imlsinxl+C。 
Sin2 X 


(5) fx COS2 Xdx = 了 | xd+ COS2x)]dx = 本 0 二 XSsin 2x) -sn 2Xdx 


-OK +xsin20+Ecos2X+C。 


Xdx ， 
(6) farcsin Xdx= 三 Xarcsin x -| ==Xarcsin x+V1- x+C。 
1 一 X 


(7) arctanxax 全 xarctanx- | -2 二 二 ln(GL+x)+Co。 
2 
工 +X 2 


和 


1 
X+Co 
2 


1 1 1 1 
(8) 必 - arctan xdx 三 二 x3 arctan X | 于 以 = 二 X” arctanX 一 二 X 
3 3 "1+X 3 0 


四 二 证 平王 1 x+Co。 
3 6 6 
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(9) |xtan: Xdax = | xGsec: X 一 TDdx = xtanX 一 了 和 -tanxax 


1 
=xtanx-5X +Dlcosj+C。 


| dx 
(10) 人 arcsin xdg\V1-x=-2vV1-xarcsinx+2 
| VI 一 X | | 1+X 


= 一 2wWL1-xarcsinX+4wWN1+X+Co 
(11) jxdx=xlmx-2inxdx=xln2x-2xlnx+2x+Co 
(12) [enxd =zxinx-z[xz2dx= 二 xnx- 二 x+C。 
3 3 3 9 
(13) | e“Ssin5xdx 三-e“Ssin 5xX 十 5| e “COS5XdXx 
= 一 e (Sin5Xx+5cos5X) 一 25| e “Sin5xdx ， 
所 以 
二 EN 
fe 人 (Sin5x+5cos5x)+Co 
1 ， 1 ， 1 1， ， 
(14) |e*sinzxdx ==|e dx-=|e COS2Xdx = 二 @ -了 |e COS2Xdx 。 
2 2 2 2 
er cos2xdx =e'cos2x+2|e'sin2xdx =e'(cos2x+2sin2x) -4|e*cos2xdx， 
从 而 
X 工 XX 
|e COS2xdx (CoS2X+2Sin2x)+C ， 
所 以 


ex Sin2 X dx -ie 一 ecos2x+ 2Sin2x)+C o 


]ns 3 2 3 本 
(15) 全 ln 2 汪 [ 生 有 ]n” x+3hn 2 下 


X X X“ X X? 


Co。 


ln3sx+3ln2x+6lnx 1 ns?x+3ln2x+6lnx+6 
+6| 二 dx = 十 
X 


XX XX 


(16) | cos(ln xX) dx = xcos(ln x) 十 |xsindn X) 二 过 
X 
= xX[cos(ln x) +sin(ln x)] 一 | cos(ln x)dx ， 
所 以 
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| cos(ln X)dx = 了 xcostn xX)+Sin(ln x)]+C 。 
注 :奉令 (=Inx， 则 可 看 出 本 题 导 第 〈13) 题 本 质 上 是 同一 种 类 型 题 。 


arCcSsin Xdx 


(17) | (arcsin x)2dx = x(arcsin x) ”一 2| 


X 
全 
= x(arcsinx) "+2 | arcsin xd 一 x2 
= x(arcsin x)” +2A -xz arcsinx-2x+Co。 
〈18) 令 t=Vx， 则 x= 已 ， 于 是 
人 Vxew ax =2|iendt 三 2eit -4|ieat=2eGe -20+4|edt 
=2e'(-2t+2)+c=2ev(x-2Vx+2)+Co。 
全 玉生 二 开山 | 二 二 人 和 是 


ev dx=2|e tdt = 2te: -2|ed=2et-D+c=2e' (yx+lI-D+C。 


(20) noce VL+z )dax=xln(x+V1+X) 一 人 


=xXln(x+VL+X)-VI+X+C。 
4.， 已 知 三 (x) 的 一 个 原 范 2 人 | FoOJF (OOdxo 
解 由 题 意 


/ 


5 
S]1D X COSX 一 SIID X 
三 四 ] 专 》 


1+ xsin x (L+xsin x)” 


rcorcoax=| fodf(o = 了 fz00+C- Cosx-si 为，C。 


2(L+xsin 站 
5 设 fsin2 x) = cos2x+tan2x， 求 f(oo。 
解 设 :*=sin2x， 则 


。 2 

Sin- X [ 工 
"(D =1-2sin2 x 十 =1 一 2t 十 = 2 
旬 1-sin2x 1-t 1-t 
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从 而 
F(x) =| 1QOix = 二 -29dx=-mp--x +Co 
6. 设 Fdna) -2 ， 求 | rooa。 


解 售 (=Inx， 让 Eee 许 是 
e- 


room=f2exse wx- 人 +e- 2 
相 e 
ln(L+e”) [ 且 8 
e” e “十 1 人 


=-(e” +TDin(0+e )+Xx+Co 


7、 求 不 定 积分 | 一 2 w 与 | 一 加 xdx。 


Sin X 十 COSX Sin X 十 COSX 
、 COS X Sin X 
多 
Sin X 十 COSX Sin X 十 COSX 


qd(Ssin x+ cosx) 


五 +=|w=x+Ch 了 =| =ljnlsinx+cosx|+C,， 


Sin X 十 COSX 
三 
于 是 


0n=5C+insinx+cos 下 +C， = 了 CC-insinx+cos 台 +C。 


8， 求 下 列 不 定 积分 的 递 推 表 达 式 《mn 为 非 负 整 数 ) : 


() L = sin" xax; (2) L， = aan" Xdax ; 
dx 机 5 

(3) 工 = : (EL = fsinxdx; 

COS" X 

(5) I = ex sinn x dx ; (6) 二 = fx ln" xdx ; 

X dx 
哪 一 dx ; ) = | 一- 一， 
Er 人 


解 (了 ]) 
TI = [sin" xdx=- |sin7” Xd cosxX= -sin ”xcosXx+(n-J|sin" ”xcos? Xdax 
sx 。 ”站 一 2 fs 没 
= 一 Sin xcosx+O-D|s xX( 一 Sin- xX)dx 


=-Ssin 一 xcosx+(n-D(U ,=-I)， 
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工 二 (n=2,3,4…)， 
nm nm 


其 中 I =X+C,T = 一 COSX 二 C o 


(2) L = Tan" xdx= | tan" x(sec” x 一 TDdx = an 呈 xdtanx 一 I ， 


一 9 和 二 5 (Pm 二 2,3,4,…) 》 
一 工 


其 中 坝 =x+C,T =-In|cosxl+C。 


(3) 人 dx 本 dtanx tanx 测 | tan X 和 
C X 


COS"X 。，cos"X CosS"X 0S" 1 
tan X 1 一 cos“x tan X 
呈 -2)| 二 -2 -1 2)， 
m 一 2 有 P 一 2 卫 刀 
COS"“ X COS" X COS" “ X 


于 是 


和 人 人 
mn 一 1cos” xx P-L 


其 中 羽 =X+C， 厂 =Inlsecx+tanx+Co。 

(4) TI = fm sinxdx=-|x"dcosx = 一 X ”COSX 十 川 xm” COS Xdx 
=-x"cosx+Px" sinx 一 mn -| zx sin xdx 
=-x"cosxX+Hhx" sinx-nna-DI ，(a= 234…)， 

其 中 1 = 一 COSX+C, 站 = 一 XCOSX+SinX+Co 

(5) TI = fe: Sin"Xdx=e” sin"”X 一 川 e sin"  XCcosxXdx 
=exsin"x 一 ne*sin" XcosX 十 川 ea -Tsin" xcos“Xx 一 Sin?"x]dx 


0 有 
=e Sin X 一 mne Sin ”xcosX+n[na -TDI ， 一 PIT]， 


中 
计 


mn(n 一 了 


7 


ex*(sin"x 一 nsin"  XcosX) 十 TI ，(n = 2,3,4……) ， 


1+7 


1 
其 中 本 =e +C, 人 人 A 


(6) 当 c = -1 时 ， 
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TI | ln?” xdx 三 人 xdlnx=- nx+C ， 


P 十 工 
当 wz 上 -1 时 ， 
CQ 工 1+Cw 1+C 一 1 工 
D = | 上 xu mn x- 串 > 上 xd] 
T+ C X 
县 让 xrzlnnx-- 一 (na =12,3,…) ， 
1+w 1+C 
其 中 站 1 rz4C。 
1 二 C 
(7) 工 [元 dx = xmav1- 居 = -xm VL-+O-Tx 2VI- 和 dx 
一 X 


三 EAI 吉他 三 D[2 -xD)ax- 2 
二 ] 一 2 mn 3》 


IT 三 了 上 1 一 X” 平 下 (nn = 2;3,4,…)， 
九 


刀 


其 中 1 =arcsinx+C, 了 =-VI-x2+C。 


《人 下 es 三 浊 | dx 
二 X" X-” X 
SS + 一 1 二 X 本 
X HS X 
于 是 
区 工 Re = 1 
P 一 1 X"” 27 一 2 
其 昌 二 交 古 下 证 国 则 证 
人 \V1L+x+I 
营 、"， (ax 二 D)dx (ax +D)dx 了 开 吕 
人 2 束 二 证 ” 
9 导 量 求 1 训 5 和 X“ 十 Ex 二 1 dx 型 不 
定 积分 的 公式 。 


dx 


解 (ax +D)dx d(x +2c5+71] 
| 吉 + 邓 4 人 


六 二 25X 十 诗 X 十 211 人 o 引 | 
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吕 一 
ee 加 = 风 


X 十 
arctan 


JE 7 


到 了 十 2EX 十 17 本 


+C， 上 人 7; 


呈 m| 妆 +26x+7P|+ | 迪 三 上 +C， 
“ 2 0 辣 本 


| (ax+b)dax 区 +2EX+77) 


dx 
2 六 2 2 + a5| 2 
\JX +2EcX 二 77 \JX 二 25XT+71 \JX 二 25X 二 77 
= ax 上 +T2EX 二 7 + 一 a5)In|x+e+ X 十 2EX 十 1] 十 


fax+DVx2 +25x+ 人 dx 


= 了 e+2Sx+PdCe+25x+ 丰 + 一 ae +2Sx+ 太 


研 人 xy 有 re 十 2EX 十 17” +(77 -多 mx+r+W 二 2EX 十 71 
10， 求 下 列 不 定 积分 : 


| 


]) fGGx+3)Vxz +x+2dx; (2) fx-DVxz +2x-5dx; 
G (X-Ddx . 小 (X 十 2)dx 


解 〈1) [6x+3VGTXTIdk=3[V +X+2d(02+X+2+ 人 Verx+2dx 
二 5 2 2x+Ll 旋 7 1 3 
< 史 人 人 +X+2)+Co 
(2) Je-DVGT-5d=5[Ve+2X-5d02+2x- 避 -2 +2x-5d 


1 3 
00+2x- 5 一 CHDVX +2x-5+6nlx+l+Vx +2x-5|+C。 


(3) 人 (X-Daqdx 2 3 dx 


4 3 
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三 VX +x+I-3In0x+ 了 TV +X+TD+Co。 


(4 | CxX+2)dx | x 
V5TX 一 X V5+X-X2 2 VS5+X 一 X? 


三 -5 二 X 一 X 本 2 
2 V21 


11.。 设 " 次 多 项 式 poo = 疡 ax ,系数 满足 关系 六 一 -0， 证 明 不 定 


i=1 
积分 | | 必 是 初等 西数 。 


证 设 关 = [去 etx， 则 
X 


全 下 

人 上 二 ea 
下 它 1 

= KK=23… 站 ， 


由 此 得 到 


和 
ER -que+T | -0K=2.3…， 


其 中 q 是 上 的 K-1 次 多 项 式 。 当 汝 本 


(一 而 


[人 je aue 3 由 请 aue quoer+ 


- 员 


=ave “aq IIS 加 +C 


i=2 


为 初等 函数 。 
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求 下 列 不 定 积分 : 
dx 。 、 2X 二 3 
U) Je (2 人 : 
X dx Gx 
BR 人 | 训 OeTRTF 
3 \ dx 
6 二， 6 jz 
X4 十 DX 十 4 \ X3 十 工 
) X 》 ( / ER 》 
Or 叫 |- 
dx 。 X“2 十 1 
册 人 ( 5 人 
x2 十 7 工 一 X7 3 
人 0 
X9 。 X3n-1 
(D) RS ) (0 二 + dx 。 
dx 上 1 1 
解 人) [二 这 =- 吉 让 ET 
二 汪汪 中 二 于 全 才 
4 |x+1 2(x+DT 
(2) | 矶 
(X -TDCx- + 了 T 


、 放 2X 十 3 0 则 
(2 -DOX2 AHD  x-1 x+1 


(Ax+B)(x2+D+(Cx+D)(x -D=2x+3， 于 是 
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A+C=0 
有 +DD=0 
A-C=2; 
B-D=3 


解 得 4A-=1c-=- 1B-3,D=-3。 所 以 


| 和 ce 公 + 引 [局 上 色 
(X -TD(CX- + 了 X 一 1 x+L| 2 \X -1 x+1 


1 jx-1 3 ， |x-1 3 
= 二 十 一 下 arctanX+C o 
2 |Ix +1 4 1x+L1 
d 
(3) | 
(X+TCX+2)2(x 二 3)3 
\ 斤 
(x+TD(x+2) (x+3)7 
A 吕 号 有 C 记 了 五 则 


x+1T x+2 (x+2)” x+3 人 
A(x+2) (x+3) +BX+HDOX+2)(xX+3) +C(x+TDOx+9)7 


+D(x+TD(x+2) (x+3) +E(x+TD(x+2) (x+3)+F(x+D(x+2) = 三 xXo 


达 工 e ES 游 。 人 沪 3 昌 
X= 一 1， 人 令 x=-2， 得 到 C=2 ; 信 x=-3， 忆 和 | 


再 比较 等 式 两 边 丰 、 半 的 系数 年 常数 项 ， 得 到 


A+B+D=0 
13A+12B+C+L1D+F=0 区 
108A+54B+27C+36D+1L2F+4F=0 


于 是 解 得 4- 二 志 人 G 万 村, 一， 即 


X 
(X 十 T(X 十 2)“(x+9)3 


1 5 41 2 13 3 
十 十 过 二 于 十 本 o 
8(x+D x+2 8(x+3) (x+2)” 4(x+3)” 2(X+3) 


所 以 
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| X dx 


(x+TD(x+2)2(x 上 +3)3 

1 Cr3) 2 13 3 

8 |(x+D(x+2)49| x+2 4(x+3) 40XxX+9)2 
(4) | 


(x+4x+T4(X +4x+T5)” 


工 工 工 


(x+T4x+4)(x 二 4X+5) 了 (x+4x+4)(x +4X+5) (二 4X 二 5) 


I I I 
SS 2 2 2 
X 十 4X+4 x+4x+5 (x 十 4x+5D) 


所 以 


d(X+2) 
[L+(x+2) 人 和 


| 人 二 arctan(X 二 2) | 
(x+4xX+4)(xX 二 4xX 二 5)? X+2 


二 人 . arctan(X+2)+TC。 
X+2 2(X +4x+5) 2 


= 1 全 -me 、 一 x+ ， = | dx 
X+1L xx 一 X+1 一 X 十 | “3 X“- 一 X 十 1 


-nlx+] -了 mc 人 


3 


(6) 解 一 : | Gx 全 | (x+ 了 一 (xc 一 卫 


Xx4+XxX2+1 2. (x+xX+DOX2 一 x+T 


攻 本 | (X+Ddx _ | (xX 一 TD)dx 


X2 十 X+1I X“ 一 X+LI 
= 了 42 十 X 十 了 | 由 ， 一 x+ ， | dx 
xz+x+l 4Jx2z+x+l 4 一 X 二 1I 4 X“- 一 X 十 1 
三 记 六 下 [arctan 人 2 
4 x-x+l 2V3 \3 \3 
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二 本 -了 [ (L+X” 2 | (一 x)dx 


X4+X- 1 X“+TX2+L 2. x+X“ 二 1 


1 X-XxXT 1 ，x+xT+1 
= 一 天 arctan 十 一 旧 一 十 C 
2\3 \3 4 x+x 一 一 1 
1 十 六 一 1 
二 证 人 arctan 一 一 一 +C。 


上 甩 


4 六 一 X+1 + 


注 : 本 题 的 答案 也 可 以 写成 宙 六 入 arctan 全 攻 ， 下 加 
2“- x+1 2V3 1 一 


(7) 人 人 加 


X 十 DX 十 4 
4 
十 DX 十 4 
人 2 罗 
X“ 十 DX 十 4 X 二 4 
所 以 


4 
作 二 5x 二 4 x = 工 -2x2+21x_-80Inlx+4+Co。 
X 十 DX 二 4 3 “ 


(8) | 合生 x+1 


X3 十 5X 一 54 


X 二 1 5x 一 7 | 1 x+22 
x+5x 一 6 (x-Dx“ +x+6) 4(x-D 4x2z+x+6” 


所 以 


| JE ln 人 了 人 
x+T5x 一 6 8 x+x+6 4V/23 -7 
(9) | d -起 本 要 ] 人 
1 一 X4 2 一 X 1+X 4 |1-x| 2 
\2 1 \2 1 

必 | 人 必 4” 3 有 
10 二 dx 
人 人 X“ 十 人 攻 xz -2x+1l 
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同 六 +V2x+1 1 


x2 -2x+l 4 


| 


ax 


人 


了 V2 


| 


-| 


十 肥 
x2+V2x+1 x2-V2x+1 


| X+1I X 上 
2 浊 从 
X“ 十 X+1 x+ 二 1L 


11 x+Xx+L 1 2x+1 


林 Crctan(V2 2X 十 了 十 arctan(V2 2X--1TD)+C o。 


x+1 2 


X“<+X+L 1 dx 
| 


= 二 In +- 一 arc 
x+x+l 2 x+ 3 \3 


X(X 区 


X3 一 1 


X(x 一 了 


工 


(12) | 汉 2 ET 国 二 X 一 (5 一 也 2 [ 


3 


-| 过 -w+ 
X 一 工 3 


工 


X3 


X 


X3 一 1 


= 二 ]nlx 
3 


-nlx-1 -Ino2+x+D+- 一 arctan + 二 ln 
3 6 \3 3 


| TXT+ 了 ， 本 | dx 人 
6 X- 十 X 十 | “3 


X3 


x“ +Tx+l 3 


妈 二 并 


3 
X 


2X+L 工 


十 C 


慷 


2 1 1 2X 十 
= 二 nlx-1+ 二 In(x+x+TD-nlx+ 一 arctan 上 +C 
人 人 


(13) | 


- 


4 
= 再 
\V3 \3 大 +x+l 


X2 十 2 =| 
一 一 一 一 记 区 
(X< 十 X 十 1)” 


X 


“上 +X+1-X+1 


(x+X+ 了 T” 


工 1 2xX+L 


3 1 
十 dx 
X“+X+1 2(x +TX+TD 2(x 上 +TX+ 了 T 


2X 十 1 


工 


工 
可 2 


十 十 十 
v\V3 202+x+D 2|3 阅 +x+l 3wV3 


2X 二 | X 十 1 


二 Co 


3 


= 三 | ee 六 汪 
3"\X-1 x++X+L 3 


2X 二 | 
arctan 


3 


1 一 X7 1+X7 2x” 1 2 
人 [二 一 = 六 | 
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ee 


(15) | 


_ 10dx +2x+2) 1 dc+D1 
小 | 


(xl0 十 2X5 十 2)? (x+2x +2) 5 [1L+(x 二 了 T 


1 5 二 1 1 
二 四 < arctan(x: + 了 +C 
10(xX +2z2+2) 10(X +2x+T2) 10 


5 十 2 1 
= 二 = arctan(X +D+C。 
10(xo+2x5+2) 10 


1 X” 1 1 
16 x= 二 | -一 dx =- 一 xd 一 一 一 
( ) [1 5 二 27 X2n 十 1 
1 2X" 1 dx 1 2 1 
=- 一 -二 一 + 一 元 三 一 一 一 十 一 arctanX 二 Co 
2 X- 二 +1 2n .1+xX 2 X +1 2m 


2， 在 什么 条 件 下 ，fCO = 坚 二 2 人 的 原画 数 仍 是 有 理 酚 数 ? 


解 1C0= 到 二 2 可 化 为 部 分 分 式 4+ -2 + 一， 于 是 


x x+1 (x+TD2 


A(x+1D-*+Bx(x+D+Cx=ax +Dx+c， 
要 使 foo = 人 的 原本 数 为 有 理 本 数 ， 必 须 A=0B-0， 由 此 可 


得 a=oc=0。 
3. 设 p (是 一 | n 次 多 项 式 ， 求 


DCOO 
(x 一 aq 


解 由 于 moO= 交 2 包 Jo -ax ， 所 以 


POCO ，_ 刀 D 人 

(X 一 ao 屎 -> 1 四 六 K+1 

nm-1 Pd 1 本 Di 
扣 KI(n 一 由 (x 一 oa 


In|x ql+C。 


191 


4 求 下 列 不 定 积分 : 


1) | X 和 ， O) | dx ; 
人 和 OO 
X Xx2 二 1 
人 We 
5 | 也 产 了 ww ; 介 | ax ; 
二 (8) | 
\VJxX(L+X) 全 
5 [ICx 一 人” 
9) | 二 ) d0) 攻 CT dx。 
和 1 贿 苹 
ax 一 2)(X+1D2 ” AR 
解 (1) 1 必 = 了 |xav2+ 人 = 人 -了 | 2TAd 
-Ja 人 -二 VG+40+C 


三 CrDV2+ 人 +Co 
(2) 不 妨 设 a<b， 


dx ，2xXx 一 a 一 D 


Gx 可 
0 人 a+Db 


下 


注 : 本 题 也 可 令 x= acos2t+bsin2t， 解 得 


| 玫 =2arcsin 人 
\/(xX 一 ab 一 2 已 一 X 
过 变 2 
(3) X 人 1 十 X 一 X 人 1 dd+X 一 X ) ,3 
人 人 | AVIL+X 一 X“ Eee 


1 7 2X 一 1 
= 一 二 (2x+3)VL+x 一 六 二 一 arcsin +C 
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和 
和 
_Tm 六 一 LI+TVxX +1 5 
这 里 假设 x>0， 当 x<0 时 可 得 到 相同 的 答案 。 
(5) se 一 VX dx=| dx= | dx 
ea (CVx+1l 二 AT 


-we-Ve-Da=5x 所 1+5m|x+Ve =]+c。 


注 : 本 题 也 可 通过 作 变 换 t= ,一 来 求解 
(6) [wx 展区 愉 dx=Vx- -1+Injx 


aa 


F \/X” | FC。 


Gx 加 dx 可 工 
(7) | 二 
光 全 下 
凤 


=2ln(VL+X +wWVxJ+C 


(8) 设 x=tant， 则 


dax sec” tdt cos3tdt "1-sin2t 
ee | | 


2 
0 二 - 二 +Co 
X 


3sin3st sint 


= | 一 一 -一 qsint 
tan tsect Sin [ Sin [ 


(9) 设 (=4x 则 x=t dx=4tsdt， 于 是 


| -| 和 生 -jd -+ d 


=2-4t+4nlt+l+c=2Vx-44x+4nGx+D+Co。 
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FE 2 
(10) 设 t; X 则 > 2 和 二 it， 于 是 
X 十 工 1 一 t =-) 


ss 4 和 15t? 下 -fed 


(x+18 25  (L- 刀 ) 
县 
三 芋 十 C 引 | < 2 人 二 
25 25 X 十 工 
生 3 2 
(11) 设 上 =3j“< 2 则 有 各 2 dx = 一 并 dt， 于 是 
Vx+1l 1-t (=-0) 


9 tdt 


| 和 5 dt=3 
ax-2)(x+D J t 3 4U-62 1 


三 [| Sm 上 n|t + 了 ne +trD- VSarctan 全 


十 C 
t-1 刀 +t+I \3 
9 沪 
X 一 

加 有 | 
人 

攻 2 V3 

2 X 十 工 
引 X 二 1L+23/x 


-mnGRAI-3 -AR arctan 一 一 一 一 一- 一 


乳 汪 +C。 
(12) 设 t= 包 +x4,x=t4-1， 于 是 


1 1 
|- 可 -3 引 1 


=- 二 tacantte=JmaRs yacaniltx +C。 
5.， 设 及 CU， vW) 是 凡 V, WwW 的 有 理 酚 数 ， 给 出 
人 ResVa+x,Vb+x)dx 
的 求法 。 


解 设 f*= Va+x， 册 
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| RsvVa+xVDp+x)dax=2|Re -above -ar+bjtdt 
后 评 汪 
再 舍 JE ao45 = 和 由 则 := 二 2 ， 从 而 
U 


人 RCe va +X,VD+X)dx 


EL D 一 Q 一 中 6-a4 a-uU aqa-b 一 2U 


和 du 
2 2 2 20 2 


=|RC 


为 有 理 函 数 的 积分 。 
6 求 下 列 不 定 积 分 : 


dx \ dx 
U) | O JR 1 
dx dx 
9) | 人 人 7 


dx 、 dx 
9 人 6 人 ， 
dx dx 3 
7 | 二 (8 ， 


(9) |anxtan(x+ oax (0) 汪汪 


Sin X 十 COS X 


dx Sin2 X 
山上 | 一 一 一 一 一 ) 1 | 一 一 一 -4 
人 ) 人 人 | 
1 一 妇 2 
解 (1) 设 v=tan 二 , 则 cosx= 一 ,X= 2arctanudx = 于 是 
史 1T+U TU 
X 
3+tan 一 
d 2 1 1 
人 富 =| 有 = 二 jn 2 +C= 二 上 < +Co 
二 DCcoSX `9-U 太 3 13=4 3 3-tan3 


冰 


(2) 设 v=tan>, 则 sinx=- 2 ,x=2arctanudx= 2 号 于 是 
2 TU 1+ 


2 2U 十 工 
= -天 arctan 十 C 


1+uU+uU  V3 \3 


| 莹 [全 


2 二 SinxX 


X 
2tan 一 二 1 
= -一 arctan 


2 
\3 \3 


二 Co 
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2 
CSC- Xd d cot 3 

-JS -do -acm2cotxrc。 
3+Sin2 X 3CcSsc  X 二 1 4+3cot  X 2\3 


(3) | 一 一 一 
帅 : 本 题 也 可 通过 作 变 换 t= tan 3， 解 得 
| Gx \3 


1 
一 一 一 一 = 一 arctan(- 一 tan 区 十 如 arctan(V3 tan 二 ) 十 Co。 
3+Sin2x 6 \3 2 6 2 


Sec2 芭 
dx 


0) [一空 -| 一 


人 2sin 二 cos 二 + 2cos2 二 2(tan 二 + 
2 2 2 以 


-| 一 一 dtanz-hnlanx+l+co。 
tan 守 +1 “ 
之 
2 1 二 由 2 
(5) 设 v=tan 二 , 则 sinx= 一 ,COSX 一 一 ,X=2arctanu dx= es 
2 1+UU 十 以 1 二 
| dx =| du _ 工 du 
主人 2 3 1 ，5 
2SinX 一 coSX+5 “3u -+2uU+2 3 (u+2)2+ 盖 
3 9 
3tan 习 +1 


1 3U 二 工 2 
arctan 十 C == arctan +Co 
V5 \V5 


天 5 


-| Sin Xdqx 可 可 qd coSsX 
(2+ cosx)sin2 x (2+cosx)](L -cos”X) 


6) | 


可 | 2 十 COSX 十 1 一 COSX 
(2+cosx)(- cos xX) 


三 避 d cosX 2 1 1 je 


3.1-cos2X 3 \1+cosxX 2+cosxX 
1 ，|1L-- 1 ，|1 1，(-- 必 
站 | 二 cosx T 十 COSX 人 (一 cosx)](2 二 X) 1C。 
6 jl1+CcoSsx| 3 12+CcoSx 6 (1+CosX) 
(7) | dx | COS Xdx 四 | COS Xd COS X 
tanx+Sinx “SinX(L+CcosX) (1 -cos- x)(L+cos 和 
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OSX 一 


二 浊 Q CoSX | Q CoSX 


(1 - cos x)(L+cosX) 2 


工 


= 二 


1 一 COSX X 
tan 


1 cos2 x 


3 和 
2 


4 11+cosxj 2(L+cosX) 


(8 | ax 1 人 不 


Sin(X+Qa)cos(x+D) cos(a 一 四 


Sin(X+a)cos(X+D) 


Sin(xX+ ga) 


四 cos(a--b)*\ Sin(X+a) cos(x+D) 


1 车 ae 向] 1 


(9) | Xxtan(x +a)dx 


风 芝 时 ， 原 积 分 容易 求 得 。 


K 
3 
anxtan(x+ DJd an -了 dx 
tan q 
_ | cosx 
tana |cos(X+a) 
Sin X COSX (sinx+cosx) 一 1 
(10) [xcosx dx -二 Ganxtcosg -ld 
Sin X 十 COSX Sin X 十 COSX 


1 矿 歼 
= 一 (SinX 一 COSX CSC(X 十 一 )JQ(X+ 一 
光 ) 人 人 下/ 


1 
辣 刘 


et +Co 


2 二 厅 


X 7 克 
tan( 一 十 一 
人 


(11) 人 引 天 一 X 二 Cos X)dx -| dx 


Sin2 XCOS2 X sin“ xcos” X COS2 X 
=tanx 一 cotX+C =-2cot2x+Co 


。 2 
(12) 全 二 Sin2 X dx = [并 了 X 一 1 | dtanx 


1+Ssin2 1+Ssin2 x 


三 X 一 本 arctan(V2 tanX)+Co 


v2 


197 


cos(a 一 D) 


| 


1+2tan2 x 


COS(X+D) 


Gx 
sin2 x 


(L+cosx” 


7 求 下 列 不 定 积分 : 


Xe 四 
() Je ) 


G) fnz(x+VL+x2)ax ; 
(5) 人 ex Sin xdx ， 


X2 arCSsin X 


(7) 人 xx 
(9) | arctan Vxdx 


( 人 ， 


1 + COSX 


岗 


(7 | 4 dx ， 


(9 | vV1-x2 arcsin xdx ; 


解 〈1) | dx=-[xexd 


(1 + X) 


(2) | nx 


(十 X2) 交 


VL+X” 


]n X 
1 


人 Vx Inz xdx 


find+x2)ax 


? 


1 
dx ， 
J 一 2x 一 3 
人 VxsinVx dx 
V1L+Sin X 1 
X 


COS X 


| 


 XCoS3X 一 SinX 
es dx 5 


COS2 X 


1 
a“-Sin-X+D-Ccos-X 
1 二 X 
( | xn 三 dx ， 
dx 
ol) 人 
Xe e” 


dx=|imxd 


1 二 X 


1 
十 e ”十 Xe")dx = 十 C 
全 ) 工 十 “ 


X 


X X dx 
7 5 芭 DX | 
+x) GTX 1 十 X2 


nx-ln(x+VL+x2)+C。 


(3) nz(x+wWVL+x 人 


1 二 X? 


=Xxln2(x+V1+x2)--2VL1+x In(x+NVL+Xx2)+2|VL+X2 dx 
人 ) 人 ) 


V1+X“ 


=xln2(x+VL+x“ -2VLI+Xx In(xX+VL+xX )+T2x+Co。 
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上 
(4) 人 vx in: xdx= 了 fm Xdax > xn X 一 3 人 
3 


3 


1 本 
8 x-4Inx+ 二 [xzdx 9 Xx--12Inx+8)+C。 
9 9 27 


(5) 人 ex sin xdx = | > sin xdqe* = x2exsinx-|e"(Cxsinx+x coSs X)dx 
=ex(x“ sinXx 一 2xXsinXx 一 X cosX)+ |e" (2sinx+4xcosx 一 xzsinx)dx， 
于 是 
1 X 学 、 交 。 水 工 X s 
ex sin xdx 和 (X SinX 一 2xSinX 一 X coso + 了 | (2SinX+4xXcosx)dxo 
由 于 
二 这 全 
|e 人 (Sinx 一 coSxX)+C ， 
Te*xcosxax = xcosxde” = exXcosx-|e'(cosx-xsinx)dx 
= excosx- |e cos xdx + | xsin Xde” 
=e”“xX(coSX+Sin X) 一 |e COS xdx 一 ein X 十 XCOSX)]dx ， 
从 而 
x 1T_x 二 
|e XCOS XdX 汉 x(cosx+sinx)- 了 | (CoSX 十 Sin X)dx 
1 5 | 
三 一 e ee SinX+C ) 
所 以 
本 X 带 。 过 
jesinxax=7e [(x -TDsnx- 一 (x 一 TD cosx]+Co 


dx =xln(1+x) 一 2x+2arctanx+C。 


2X” 
6 ln(1+ x2)dx 三 xln(L+x2) 一 
(6) | nd+x2)dax xln(L+x-) | 二 
(7) 人 dx =-|xarcsinxdV1- X“ 


一 一 一 ) 必 


三 一 XVIL 一 X ”arcsinx+ | 沁 - X” (arcsin X 十 
AL 一 X” 
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2 
= 一 xVL1- x” arcsin x 十 X” + | 人 arcsin xdx 
2 NIL 一 X? 


X2 arCSin X 


= 一 XV1 一 X- arcsin x+ + | arcsin xd arcsin X 一 | X ， 
所 以 


X?“ SI 
| 一 一 一 = 了 arcsin x+ 二 + (Garcsin 站)” +TCo 


天 


1 本 
(8) | 


=-| 人 
3 3 


Fe + 司 : 


注 : 本 题 也 可 通过 作 变 换 {= jz， 解 得 


X 一 


| 加 2 arctan 
xA/x2_2x-3 \V3 X 一 弓 


(9) |arctan Vxdx =-xarctanVx -| dx = xarctan Vx 一 Vx 
十 X 


=(x+DarctanVx-Vx+Co。 
(10) 仿 t=Vx 则 x= 纪 ， 于 是 
|VxsinVx dx=2|esintat = -26 cost+4|tcostdt 


= 一 2 cost+4isint-4|sintdt = (4- 2t9 cost+ 4tsint+c 


=(4-2x)cosVx+4VJxsinvVx+C。 


(11) [sd dax=| 


上 | COSX) 
工 + COS 


1 + COSX 


2cos? 一 
妥 


= xtan5 -an5dx-Ind+cos 和 = xtan5+C。 
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ES ee - 
(12) [dx 人 dsinx- 5 jn 
X 


1-sin2? x 1 一 Sin X 1+Sin x 


人 


2、" 1-Sin x 


在 等 式 右边 的 积分 中 ， 含 t= VEESEX， 则 


本 沁 
FE 学 本 二， 
1 一 Sin X 总 2 | 
所 以 
[tsnxmw- 闪 my2+WLtsinx ic 
COS X 2  V2-VI+sinx 
(13) [于 < 1 二 | dtanx=tan? xsinx-|tanx(sinx+tanxsecx)dx， 
COSX 
所 以 
1Dm2 
[一 dx 二 xsinx- 二 [ianxsinxdx 
COS2 X 2 2 


作坊 ， 1 1--cos x 
= 一 tan xsinx- 二 | 一 一 一 dx 
2 COS X 


中 工 于 
本 xsinx- 了 Inltanx+secXj+sinX+C 


工 工 
三 了 xtanx 一 本 nlianx+ SecC X +Co 


XCOS3X 一 Sin X 


14) es 


dx =|e xd sin xX -es dsecx 
COS2 X 


= esnx(X-SsecX) 一 和 e dx + secxes COS Xdx 


=esnx(x 一 SecCxX)+C。 


dx de e“ 一 1 
15 二 CE 
(15) 人 人 e* 十 1 
dtan Xx 


1 da 
(16) = 一 arctan( 一 tan x)+C 
慰 sin 0 X | aD G ) 2 


(17) 令 t=%x， 则 x=t， 于 是 
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MAx 6 
0 ET 厅 宇 = 


1 十 
(18) [xmn 荆 dx= 二 xn 二- 人 -dx 
1 一 X 2 1 一 X 1 一 X 
人 于 GxX = 一 0 一 也 ] 斌 x+C。 
2 1 一 X 1 一 X 
(19) ML- X2 arcsin Xdx 三 XxA\1- x2 arcsin X 一 站 人- arcsin 中 
工 一 X 


人 Xdx 


= XxA\1-x2 arcsin x 一 二 X ee 三 
2 ML 一 X” 
= XV1 一 X” arcsinx 一 了 和 -人 VL- arcsin xdx 十 Tarcsin xd arcsin x ， 
所 以 
ML-x2 arcsin Xdx = 2xvVL- X? arcsinx 一 二 十 了 arcsin xd arcsin X 


一 Fi- X” arcsin X 一 3 十 开 Grcsin x+Co。 


20) 邻 t=e:， 则 


1 1 
人 -5 二 


1 6 1 
一 -+ 一 -+c=]n 一 一 一 
1+t 1+e” 1+e 
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第 七 章 ” 定 积分 


习 题 7.1 定 积分 的 概念 和 可 积 条 件 
1 用 定义 计算 下 列 定 积分 : 


(人 Ji(ax+Ddx; CO) Jaxdx (a>0)， 


解 (1) 取 划 分 : 0<= ER 5 及 疙 0 则 
刀 九 刀 刀 
Ax = 工 ， 于 是 和 人 人 汪 让 全 区 坟 即 
刀 il 六 mn 2 7 2 


1 G 
| x+pax=5+b。 


(2) 取 划 分 : 7 < 二 < < < 及 5 二 G- 12,， .mm， 则 
刀 


nm 工 二 

二 是 SN 到 Ga 因为 @ 省 a" 一 1(n -oo)， 
二 7 
证 mn(L 一 an" 宙 


刀 


所 节 过 下 全 as 池 


村 及 2 na 
n(L 一 aqa7") 


O 〇 


Torax 三 CE 
0 na 


2.， 证 明 , 大 对 [oa, 忆 的 任意 划分 和 任意 所 se[x wx]， 极限 lim 六 帮 (GD)Ax 


都 存在 ， 则 | fo0) 必 是 [a， 上 的 有 界 酚 gj 数 。 


证 用 反 证 法 。 设 imy FE)aAx =TI， 则 取 s=1356>0， 对 任意 的 划分 P 


与 任意 < <s[x ,x]， 只 要 4=max(Ax)<9， < 上川 +1o 


取 定 了 划分 后 ，n 与 Ax (i=12… 门 也 就 确定 ， 如 果 foo 在 [ww 避 上 无 
界 ， 则 必定 存在 小 区 间 [x ,x]， foo 在 [xx 上 无 界 。 取 有 定 
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< Eee ， 必 可 取 到 <， 使 站 f(E)Ax|<H+1 不 成 立 ， 从 


而 产生 矛盾 ， 所 以 foo0 必 是 [raw 妇 上 的 有 界 本 数 。 
3.， 证 明 Darboux 定理 的 后 半 部 分 : 对 任意 有 界 函 数 f(， 恒 有 
limS(P)= 1。 
证 ve>0， 因 为 ! 是 $ 的 上 确 界 ， 所 以 3$(P)sS， 使 得 
二 
0<1 一 So(P ) 扫 可 9 


设 划分 Pa= 站 < 允 < 允 << =， M,m 是 foo) 的 上 、 下 确 界 ， 取 


5 -ml etaereag' ar 
对 任意 一 个 满足 4 = max(Ax) <5 的 划分 
P:a=x<X<X < <X = 
记 与 其 相应 的 小 和 为 SCP) ， 现 将 PP 的 分 点 合 在 一 起 组 成 新 的 划分 
P"， 则 由 引 理 7.1.1， S(P)-S(CPD<0。 
下 面 来 估计 SCPD-SC) : 
4) 若 在 (xx 中 没有 PP 的 分 点 ， 则 SCP?,SCP) 中 的 相应 项 相同 ， 
它们 的 差 为 雾 ; 
(2) 知 在 (xx) 中 含有 P' 的 分 点 ， 由 于 两 种 划分 的 端点 重合 ， 所 
以 这 样 的 区 间 人 至 多 只 有 p -1 个 。 由 5 的 取 法 ， 可 知 
Ax <O<Ax ii=12 pm 了 =12PD， 
所 以 在 (xx) 中 只 有 一 个 新 插入 的 分 点 ， 这 时 SG,SC) 中 的 相 
应 项 的 差 为 


[mi 一 x+miI 一 xm 一 xsWOM 一 mo 一 xD)<(COM 一 m)O， 
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从 而 0<S(PD)-S(P)<(p-DOM-m5x< 8 
综合 上 面 的 结论 ， 就 有 
0<1-S(P)=[U-S(CP)]+[S(CPI)-SCPO]+[S(OPD)-SCOP)]< 0+ ， 冯 区 
即 
limS(P)=1。 
4.， 证明 定理 7.1.3。 
证 “必要 性 是 显然 的 ， 下 面 证 充分 性 。 
设 ve>0， 存 在 一 种 划分 书 ， 使 得 相应 的 振幅 满足 六 woAx < 二 ， 


QGrDN / 它 2 / 有 / RE 意 一 
即 S(CP7 S(P)<3。 取 5 pl Advad， 5 对 任意 
个 福 足 4 = max(Axi) < 的 划分 


P:a=x<X<x <…<x=D， 


现 将 PP 的 分 氮 合 在 一 起 组 成 新 的 划分 P", 则 由 Darboux 定理 的 证 明 


0<S(P)-S(CP)=[S(P)-SCP]+[SCP -SCPD]+ 
[S(P) -SCP)]+[SCP)-S(P)]+[SCPD -SCOD)] 


二 下 册 和 二 二 
3 3 
由 定理 7.1.1， 可 知 foo 在 [ww 上 可 积 。 
5. 讨论 下 列 函 数 在 [0,1] 的 可 积 性 : 


二 []， 0 -1 xx 为 有 理 数 ， 
( ra- 0 ro-| 


\ 
X=0: (2 1 x 为 无 理 数 ; 


(3) 8(x) - x2 有 理 煞 ， roo= 人 X 基 0 


\ 
X， X 为 无 理 数 ; 人 4 0， X= 0. 
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解 : (1) 0o<foo<1， 且 foo 在 [0,I 上 的 不 连 连续 点 为 x= 了 5 二 


x=0。Ys>0， 取 定 m> 二 ，f(o 在 区 间 [二 习 上 只 4 有 有 限 个 不 连续 点 ， 
所 以 7oo 在 [二 习 上 可 积 ， 即 存在 [二 刁 的 一 个 划分 分 p， 使 得 


鸭 
忌 


or 玫 将 P 的 分 点 和 0 合 在 一 起 ， 作 为 [0.1] 的 划分 P ， 则 


P+1 刀 有 把 
> OAX! = 》mwiAxi 十 OAxi 0 


i=1 i=1 


由 定理 7.1.3， foo 在 [0,1] 上 可 积 。 
(2) 因为 对 [0.1] 的 任意 划分 P， 总 有 w =2， 所 以 > wAx =2， 由 


定理 7.1.2 可 知 foo 在 [0,1] 上 不 可 积 。 
(3) 因为 对 [0.1] 的 任意 划分 P， foo 在 [Kx_,x] 上 的 振幅 为 x ， 于 是 


>ox = >x0 人 1 (xi; 一 2 


工 
三 一 (X， 一 X 一 一 
5 0 ) 》 


2 
所 以 foo 在 [0,1] 上 不 可 积 。 
(4) 和 
九 
x=0。ve>0， 取 定 m>4， 则 foo 在 [ 工 .0 上 只 有 有 限 个 不 连续 点 ， 
G 7 


所 以 fo 在 [二 习 上 可 积 ， 即 存在 [二 0 的 划分 P， 使 得 交 wAx < 三。 
将 P 的 分 点 与 0 合 在 一 起 作为 [0.1] 的 划分 P,， 则 
or -> ou + COIAXI 和 


所 以 foo 在 [0,1H] 上 可 积 。 
6. 设 foo 在 [ww 妇 上 可 积 ， 且 在 [ra 避 上 满足 | fooOEzm>0 (0m 为 常数 )， 
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证 明 - 在 Ia, 口 上 也 可 积 。 
X 
证 任 取 [o 刀 的 一 个 划分 : a=m<x<…<xy<x =b， 则 


1 1 
Ooi( 一 ) = SU 


1 
/ 吕布 Fo 
由 于 fo 在 rw 避 上 可 积 ，vVe>0356>0， 当 4=max(Ax)<9 时 ， 


上 南 吕 .UCO-fo9- 庆 ed 
1 Xi_1SX X < 入 1 


yao(PAx <ma2e， 从 而 六 was <e， 所 以 -5 在 [o 眉 上 可 积 。 
7. 有 界 函 数 fo) 在 [a, 如 上 的 不 连续 点 为 {x, jz ，， 且 limx, 存 在 ， 证 明 
fo 在 [a 妇 上 可 积 。 


证 不 妨 设 limx, =e， 且 cs(awDb) ， 并 设 IFCOl<M 。 VE>0 ， 取 


:mm| cap-e， 则 3N > 0， 当 n> N 时 ， 
12M 


xu, 一 cj<5o。 


由 于 /foo 在 [rwc-5] 和 [c+6, 习 上 只 有 有 限 个 不 连续 点 ， 所 以 Fo 
在 [ac-5 和 [c+o, 直 上 都 可 积 ， 即 存在 [ac-5] 的 一 个 划分 P@ 和 


[c+ 5 区 的 一 个 划分 P2， 使 得 久 owAxom < y oOAxO < 5。 将 PO、 


Po 的 分 点 合并 在 一 起 组 成 [w 忆 的 一 个 划分 P， 则 


CE 


2 
> oOAx < > OAxD + >》wAx +4MO < 和 
i=1 


所 以 foo 在 ro 切 上 可 积 。 

c=a 或 c=b 的 情况 可 类 似 证 明 。 
8 设 foo 是 区间 [ai 上 的 有 界 函 数 。 证 明 foo 在 [re 避 上 可 积 的 充分 
必要 条 件 是 对 任意 给 定 的 e>0 与 c>0, 存在 划分 P, 使 得 振幅 > se 的 
那些 小 区 间 [x ,xx] 的 长 度 之 和 Ax <c 〈 即 振幅 不 能 任意 小 的 那些 小 


Ci>E 
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区 间 的 长 度 之 和 可 以 任意 小 )。 
证 “充分 性 : 设 |1oolxM。 ve=c>0, 存在 划分 P， 使 得 振幅 w >s 
的 那些 小 区 间 的 长 度 之 和 交 Ax < ,于 是 


Ci 之 E 


yoAx = >wAx + >wAx <[b-qa+2M]e， 
| COi<E Ci>E 


即 foo 在 [wbo 上 可 积 。 
必要 性 几 反 证 法 ,如 果 存 在 es >0 导 cv >0, 对 任意 划分 P, 振幅 ww > se 
的 小 区 间 的 长 度 之 和 不 小 于 cc， 于 是 


> ou - 和 


则 当 4 = max(Ax)- 一 0 时， ywAx 不 趋 于 零 , 与 fo 在 [ww 中 上 可 积 矛 盾 。 
i<7m 到 | 


9. 设 foo 在 [oa 上 可 积 ，4Ax foo<B,g 四 在 [A, B] 上 连续 ， 证 明 复 合 
范 数 9(foo) 在 [raw 避 上 可 积 。 
证 ”由 于 go 在 [4,B 连 续 ,， 所 以 可 设 |oJl<M ， 且 oo 一 致 连续 ,于 


是 ve>0,356>0,vusus[AB]， 只 要 -四 <5， 就 成 立 


lgCu) =- 9g( )< 人 


由 于 foo 在 [ro 刀 可 积 , 由 习题 8, 对 上 述 e>0 与 5>0, 存在 划分 
P, 使 得 振幅 w(P)> 3 的 小 区 间 的 长 度 之 和 小 于 -2 ,于 是 


>o0o。 门 Ax = > ol(ge 丰 Ax + >》wi(g。 丰 )Ax 


oi( 门 < Ooi( 门 >0 


二 yAx+2M yAx < 全 = 交 芋 2 
有 aq) ai( 丰 )<5 wi(F)>5 a) 4M 


即 复合 画 数 x(fo9) 在 [o 局 上 可 积 。 
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习 题 7.2 定 积分 的 基本 性 质 


1， 设 foo 在 [@ 避 上 可 积 ，9g(00 在 [可 上 定义 ， 且 在 [ro 避 中 除了 有 限 
个 点 之 外 ， 都 有 fo = gc ， 证 明 g(Co 在 [ro 站 上 也 可 积 ， 并 且 有 

| fcood = 全 gC0Odx。 
证 ” 设 仅 在 x=c(i=12…,D 处 foozgoo。 对 区 间 [a 归 作 划 分 : 


a=x<x<…<x,i<x=b， 任 取 < s[x ,xx]， 则 


> (6)Ax -六 1(GDAx = 对 (g(6)- CD)Ax， 


其 中 交 表示 仅 对 含有 {c } 中 点 的 小 区 间 (至 多 2p 个 ) 求 和 。 
， 攻 -~ 上”  ， 则 当 
记 Mi sup |9(C9|, M2 Sup Fo| ， VE>0， 取 5 2500TMTD ， 外 | 当 


由 = max{Axi} <O 时 ， 


站 (9g( 的 一 FE))Ax 


<E， 


所 以 由 oo 可 积 , 可知 go) 也 可 积 ， 且 成 立 | FoOdx = 人 godx。 
2. 设 Fo 和 goo0 在 [ab 上 都 可 积 ， 请 举例 说 明 一 般 有 

「 FoogCoOaxz ( 下 foaxj 「 g00dx] 
解 ” 例 如 fo0=gc=Lxst02， 则 | Foodx=2 1 gcOdx=2， 
[aogQa=2 所 以 『 了 Foodz(『 rooaj: (seo 
3.， 证明 : 对 任意 实数 we， 只 要 foo ，『 Fooa 和 上 Foodax 都 存 
在 ， 就 成 立 

[1COd = 人 food+ 人 Godax。 
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证 如 设 o<b<c， 则 「Fooax= 「 f(Odx+『 Foodx， 于 是 
『 foaw= roomw-『rooa=「 Fooax+ 人 Fooax。 
其 他 情形 可 类 推 。 
4 判断 下 列 积分 的 大 小 : 
GD [xdax 和 人 xzdx ; CO) | xdax 和 六 xzdx ; 
3) 已 Ga 和 人 2xdx ; (0 fsinxdax 和 全 xdx。 
解 (1) 当 xs(0D 时 ，x>2， 所 以 | xdax>| edx。 
(2) 当 xsd2) 时 ，x<x2， 所 以 [xx < 站 xzdx。 
(3) 当 xsC2,-1D 时 ， 加 "> 2， 而 当 xs(0D 时 ，2* < 2， 
由 积分 第 一 中 值 定理 ， 可 得 请 (GD)*dx > 2rdx。 
(4) 当 x>0 时 ，sinx<x， 所 以 「sinxdx < 三 xax。 
5， 设 fo 在 [中 上 连续 ， foo0)>0 但 不 恒 为 0， 证 明 
「FCodax>0。 
证 ”证明 一 不妨 设 fox)>0x s(awb)。 由 lim foo = Fox)>0, 存 在 c>0 
与 5>0(C<minfa-x%,bp-x)， 使 得 当 xs(xo -5x+5 时 ， 成 立 fCO>co。 
于 是 
「 Faoaw= [六 FoOax+ [ 矿 fCoOdx+ 感 F(xJdx> | foJdx >2c5>0。 
foo)>0, x% =a 或 x = 的 情况 可 类 似 证 明 。 
证 明 二 : 用 反 证 法 。 若 | rooa=0， 则 vts[o 吕 六 ood=0。 由 于 
FGO=| fooOx 在 [ob 上 可 导 ， 且 FED = fojte[oo， 所 以 有 FaD=0， 
征 题 设 矛盾 ， 从 而 必定 成 立 | foodx > 0。 


6. 设 foo 在 ro 世上 连续 ， 且 上 户 Codx =0， 证 明 /foo 在 [o 切 上 恒 为 0。 
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证 由 foo 在 [ao 妇 上 连续 ， 可 知 户 o 在 [ra 中 上 连续 ， 且 Fo>0。 由 
上 题 即 可 得 到 结论 。 


7， 设 本 数 foo 在 [wo 上 连续 ， 在 (ca 妃 内 可 导 ， 且 满足 


2 
六 一 a 


证 明 : 存在 <s(awb， 使 得 fo =0。 
证 ”由 积分 第 一 中 值 定理 ， 3a7e[a, 2 使 得 


| FoOdax= 1D。 


fm- 天 一 户 row= 1@， 
再 对 fo 在 [7, 避 上 应 用 Rolle 定 理 ，3ss(c(aob， 使 得 Fa =0。 
8. 设 o 在 [0,od 上 连续 ，foo 在 (-o+o) 上 二 阶 可 导 ， 且 f"oo>0。 证 
明 

用 『 oodr < 二 | rowO)ar。 

证 ”将 区 间 [o, 四 作 划 分 : 0=n <6<…<ty<b =a， 记 
Ah = 二 -654=maxfAhhj 和 srtot]。 由 于 下 凸 , 由 Jensen 不 等 式 (第 
5. 1 节 习 题 24) ,得 到 

| ve 所 | <> 1 人 DJ 全， 
仿 4 一 0， 上 述 不 等 式 束 转化 为 

性 『 oodr < oO)ar。 
9.， 设 foo 在 [0 上 连续 ， 且 单调 减少 ， 证 明 对 任意 ws[o0d， 成 立 

『rooa>c 人 fCOoOdx。 


证 ”证明 一 : 问题 等 价 于 证 明 对 任意 wx s[o 悦 ， 成 立 
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4-o| Food>c [ FOoJdx。 

对 不 等 式 两 端 应 用 积分 第 一 中 值 定 理 ， 则 存在 xsrfo,ao] 及 
xs[cl， 使 得 (0-w| fooda=cd-ofoo 及 cj fooda=ad-wfoo)。 
由 于 显然 有 oo) > fCe)， 所 以 得 到 (-o| Acodx>c| fcoax。 

证 明 二 : 设 FO = 六 fo-c| Fooax， 则 Fw= fw- Foodax。 由 积 
分 第 一 中 值 定 理 ，35 <[0.1, 使 得 19=| 1COdw， 即 FwO= Fw-1G。 

由 于 单调 减少 , 所 以 当 o<wc<< 时 ，F(o>0， 即 Fw) 单调 增加 ; 
当 <<w<1l 时 ，F(os0， 即 Fo 单调 减少 。 由 Fo0=FO =0， 即 可 得 
到 vcw s[04 ,成立 F(wO>0。 

证 明 三 : 当 xc =0 时 ， 不 等 式 显 然 成 立 。 当 wx s(0d 时 ， 今 x=wt， 利 用 
f 单调 减少 ， 就 得 到 | code = cj fcod >cf fdt。 
10. (Young 不 等 式 ) 设 y = /09O 是 [ro, w) 上 严格 单调 增加 的 连续 本 数 ， 
且 f(0=0， 记 它 的 反 酌 数 为 x= f-:()。 证 明 
『 Fooax+ [ f(O)dy>ab (a>0b>0)。 
证 ” 先 证 当 = Fo 时 等 号 成 立 。 
将 区 间 [o,aq 作 划分 : 0=xw <x <…<x <x =a， 记 
y = fox)Gi=012…m， 则 0=w<y<…<y ,<y =b， 再 记 


Axi = 一 XDA = 太一 狼 -2 于 是 
区 三 xi)Axi 41》 太 (yi)Ayi 一 六 人 二 一 Xi 十 广 允 ( 坟 一 多 -1 
i=1 四 i=1 i=1 
=X,y 一 xy =ab ， 


记 2= maxtAoj， 当 40 时 ，> 1oo DAx+y 六 OAy 的 极限 为 
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『 rooax+ 人 六 ODdy， 

这 就 证 明了 当 b= fo 时 ， 『 Fooda+ 人 Fo)ay=ab。 

在 一 般 情 况 下 ， 设 FO=| 1ooda+| 广 Od-og9， 则 
F(q= foO-b。 记 fm=b, 可 知 当 o<a<T 时 ，F(ao) 单调 减少 , 当 a>T 
时 ， Fa) 单调 增加 ， 志 以 F(o 在 a=T 处 取 到 最 小 值 。 由 上 面 的 讨论 ， 
可 知 最 小 值 FaD)=0， 从 而 F(O>0， 这 就 是 所 要 证 明 的 。 
注 当 5= fgO 时 ,|Fooa+ 人 广 o)dy = 吧 的 结论 也 可 直接 从 几何 图 形 
上 看 出 。 
11. 证 明定 积分 的 连续 性 : 设 画 数 fo 和 访 (O = fx+ 站 在 [ra 避 上 可 
积 ， 则 有 

limj 记 CO- Cooldx=0。 

证 由 于 记 CoO= fx+ 站 在 [ra 切 上 可 积 , 可 知 存在 5>0,， 使 得 foo 
在 ra-50+6] 上 可 积 。 设 |fool<M (xs[a-5p+5])。 

由 于 fo 在 [ab 上 可 积 , ve>o0, 存在 对 区 间 [o 妇 n 等 分 的 划分 P， 
使 得 当 2 一 < 时 ， 成 立 


> wAx 3 其 中 Ax 志 2 = 上 2,……m) o 


i=1 刀 


另外 ， 妆 2 < 时 ， 记 w,o 分 别 是 foo 在 区 间 [oa 和 


<2M 。 


n+l 一 


[b+2-9] 上 的 振幅 ， 则 w <2M ，w 
刀 
因为 


和 站 hp0-fCOIa= 六 NO-fCOIa=y|F 人 + 月- FEIAx ， 
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且 当 人 剖 < 


We <m| | 时 ， 由 < <[x xi]， 可 知 
站 


二 
8AM 


一 
子 十 入 <s[x XU XU xa] 》 其 中 2 二 4 一 Xml = 


有 |F(E + 户 - FE < on+w +wOn， 于 是 


b E D 一 a 
央 万 CO- 请 xldx < > ,(O， TOiTOH)AX < 到 生 人 十 全 
记 1 


所 以 
lim| 1 记 OO- fooOldax=0。 


12. 设 fc 和 go 在 [ra 上 都 可 积 ， 证 明 不 等 式 


十 


2 央 前 
刀 

全 克 

一 十 一 = 2) 

2 2 


(TD 〈《Schwarz 不 等 式 ) | raoocoa] < 「 PC0dxe | gcOd ) 


(2) (Minkowski 不 等 式 ) 


证 〈1) 由 于 对 任意 的 +， 积分 | [rco+gCOPda>0， 即 


站 F2(Odx+ 2f| FCOoOgCOdx+ 「 oo >0 


所 以 其 判别 式 恒 为 非 正 的 ， 也 束 是 成 也 
[raoema] <『 Peaceoa 
(2) 由 |rooecows 修 Pooad | [eeood，， 得 到 
「 Pooa+ zf FoogC0ax+ | go 
<| PoOdax+ 2 修 Pooad 人 om + 全 92COax， 


印 
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「 [FoO+gCOPaxs | [「 Poodd +| Food 
两 边 开平 方 ， 即 得 到 
fr CO+ oo0Pd < Food 人 人 
13， 设 fr 和 go 在 [raw 妇 上 连续 ， 且 foo>0，gco>0， 证 明 
im foo goodd =max (0O。 


证 因为 在 [a 习 上 co > 0， 所 以 有 0<m<gGoO<M<+oo。 记 
4= 1=max fo0 ， 不 妨 设 A>0 〈 因 为 4A=0 时 等 式 显然 成 芯 )。 由 


lm Co = 9， 可 知 vo<s<A，3[w,5]c[rawo， 使 得 sr[w,p]， 且 当 
xe[w,p] 时 ， 成 立 0<4-se< foO<A， 于 是 

(4-aIm(6-aoy < 人 Po0g00d <AMO-oT。 
由 于 当 ， > 时 [m(6-oF >1, [MDO-a7 ->1 ,所 以 3N>0, 当 m>N 时 ， 


成 立 [m(8-o) 下 <1+ 于 ， 从 而 当 m > N 时 ， 成 立 


4-2c< 仆 Pe0g00dd <A+25， 即 仆 Po0g00d -一角 <22， 所 以 


加 [ForgC0d| =A=maxfC9。 
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1 设 函 数 fo 连续 ， 求 下 列 西 数 F(x) 的 导数 : 
d) FCO= 六 Fae; CO) FCO = 六 FoOdt; 


(3) Fo = ee 1。 


解 (1 FOO= -fod， 所 以 PFCO=-foo。 
CE 
X 
1 4sin” x 


(3) Fo = Sin  x = 
1 人 si 


O 〇 
4+(X 一 Sinxcosx)” 


2. 求 下 列 极 限 : 


cost2 dt \limn 
() / 本 人 ) x->0 「 em gw 
X 2 < 
人 (arctanv) dv 人 e- dj 
(Cs 4 lim > 一 一 。 
PR ee 
0 
be cost2 dt 
解 (]) im 一 一 一 limcosx 三 45 
2 
(2) lim = lim 2 =2eo。 
X 一 >0 3 dw X 一 >0 ecos、 :( 一 sin 2 


COS X 


| (arctany) “dv 2 


. arctanx)” 克 
(3) lim Im Re lim (arctan x) = 一 。 
X 一 > 十 o0 上 二 X2 X 一 > 十 oo X X 一 > 十 o0 4 
1+X“ 
夸 
X 1U2 2 X 2 
人 e dj 2e” e” du De 
X 一 >-+oo | e2u du X 一 >+oo 2 x+ DXBY 
他 
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ecFCodt 
| Fodu 


3. 设 fo 是 [0 + 上 的 连续 函数 且 恒 有 Fox) > 0, 证 明 g(x) = 


是 定义 在 [0,+ 上 的 单调 增加 本 数 。 


orod-frodj roole-oroa 
(rom (from 
所 以 goo- 二 是 定义 在 + 要 上 的 单调 纵 加 本 狼 


4. 求 函 数 foo = Tc -Dut-2)2d 的 极 值 。 
解 foO=(C-Dx-22， 今 foo=0， 得 到 x=12。 因 为 当 x<1 时 ， 
fo0<0， 当 1<x<2 或 x>2 时 ，foo>0， 所 以 x=1 是 极 小 值 点 ，x= 2 
不 是 极 值 点 。 由 

10=Jic-27+GC-29d= -了 
可 知 fo 在 x=1 处 有 极 小 值 fD = -也 。 
5 利用 中 值 定 理 求 下 列 极限 : 


CT . \、 .rn+p Sin X 
() lim 由 下 (2 lim 几 二 (psN) 。 
解 〈1) 由 积分 第 一 中 值 定理 ， 
lim 必 二 -=lim- 一 | xdx=lm- 一 一 -0 (0xse<D。 
n->o*0 1 十 X no 十 区 0 no 十 区 7 十 1 
(2) 由 积分 第 一 中 值 定理 , 35snn+ 站 使 得 | "Sm 才 = 加 生疏 < 吕 ， 
刀 X 
所 以 
lim| 一 -dt=0。 
一 oo w 7 X 
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6. 求 下列 定 积分 : 


(站 -2)2ax; OO) 下 ER 
2 2X” 
| 人 +3“)2dx ; (4) [xda-4x)9a; 
(x+1lDax 1 
(5) ee 2XT55 (6) | arcsin xdx 
四 2 
(7) 可， 人 (8) 人 xtan” xdx ; 
(9) 六 exsinzxdx; (10 sindn x) dx; 
(11) 人 arctan xdx ; (12， 六 空 mex-Dax。 
aa Jeana aa ea 
dx 4 dx 
1 os 上 
(fx-1 、Mx“+1L1， . 
(17) [2 dx ; (18， | 
局 dx 
(19) | ww (20- [>x dx; 


解 (1) |-xxax=|de2-4x4+xoJdx=<-<+ 二 = 全 。 
0 .55 


:CDCC -x+D 1 1 
DD 『e af Ge 二 过 -2 
2 X X X 人 Z0 40 
(8) 人 Cr+39?dx= 人 (+2.6"+9 Jax= 让 + 证 
(4) fa-aesu=-1fia-ae)nad-42)=- 工 0-4e) 中 = 工 。 
0 8J0 88 88 
(5 | (x+Ddx - 工 dx+D 1 业 
-1(X2 十 2X 十 5)? 本 1[(x+ 了 ? + 全 2(0x2+2x+5) 2 


(6) 「 arcsinxdx = xarcsn xl -| -天 一 = 工 -1。 
0 0 JJ0 1 一 X2 2 
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dx =0。( 奇 画 数 在 对 称 区 间 上 的 积分 为 雾 ) 


人 X 
(7) 上 COS“ X 


| tanxdx-| xdx 
0 0 0 


(8) 下 xtan Xdx 二 站 xsec' xdx 一 | xcx = Xtan X 


有 工 ( 季 x 
(9) 人 ex Sin xdx= 了 了 上 ex*(L-cos2x)dx， 由 


2 一 1+2e"sin2x 4| ee COS2Xdx ， 
0 


5+2| esin2xdx = 一 e 
0 


『 ex coS2xdx = ex cos2x 


得 到 [ e” COS2Xxdx = 一 一 5 所 以 


到 。 1 
| ex Sin xdx = 
0 之 


扣 | cos(ln x)dx 


(10) | sin(lDn x)dax = xsin(ln x) 


=e(Sin1--cos1)+1L 一 人 Sin(ln x)dx ， 


所 以 
「 sindn 和 
1 2 2 
3 
(11) fearetanxax= 二 arctanx 人 ~ -dx = 二 柯 大 人 )dx 
3 0 3.01+X 12 30 1 二 X 
_ 克 人 和 
12 32 2 12 6 
1 1 1 
12) | 关 In(x-Ddx= 二 ln(x-TD- 二 | (2+x+L+ 一 一 )dx 
(12) mx-Dax=sencx-D-3 了 | 
-Je-Dme-D-3 ederxj+e 
所 以 


人 二] 2 1 3 e+1 工 工 3 工 2 
X ]n(x-TDdx= 一 (x -TIn(x- 也 一 一 一 六 十 一 X 十 X 
| Cr-Dd=s0c-DnC-D 人 -552+5 


vVn2 2 2 vin2 _ 
< e ”axX= 一 一 Xe 十 一 人 X 
(13) 3 一 X dd 工 2 _-x- |Vn2 工 < 2 
0 7 0 2 .0 
]n2 1 -x2 |VD7 1--]n2 
2 二 一 0 
4 2 所 4 
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(14) 令 t=wVx+1l 则 x= 刀 -1， 于 是 


届 
ee dx = 由 “ezttdt =tez 4- “ezdt = ea(VI 了 ss 


(15) = -二 - -mn(e“ “+V1+e 一 )|= 人 
平 斗 十 e 


=ln(V1+ez -DJ+lIn(V2+D-1。 


(16) 他 x=sint， 则 


=2tant 


要 dx ffE 站 _ < 
必 1GL 一 x2) [ 0 3 


是 
x+1 人 ( -日 


「 X 一 | dx=| -二 -= t 二 2t+3 2 十 |dt 
0\X 十 1 (1 一口 二 1-Lt (1 -如 


本 
过 3 


-ze+e+ar4nd-ot 二 | 
3 1 一 
注 : 本 题 也 可 今 t=x+1， 得 到 


| 人 dx= 8 8ln2。 
oX+1 1 3 


1 X 1 d(x-x 1 x2 -1 V2r 
18 X 二 到 加 2 
(18) 人 2 x 万 arctan-、 
(19) 三 人 x+AWL+Xx2)2= 由 2+2 
XNL+X 0 


1 | x 1 2 
(20) [>x | 本 


二 2X 一 X | d(2x 一 x) 


dx 
六 二 2、 
\V2X 一 X \V2X 一 X \V2X 一 X 
=-- A\V1L- 三 人 一 2V2X 一 X 


人 \1L-(X= 人 ” 
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= 0 
2 4 


注 : 本 题 也 可 仿 x=1+sint， 得 到 


| < d= [da+rsinD?d=z-2。 
0 V2 一 X 际 4 


7.， 求 下 列 极 限 : 


1 2 一 工 
() 加 去 + 疡 + 训 + - 


SEA 九 九 刀 
1z+22 十 32 十 .十 PnP 
(2 人 (pP > 0); 


工 2 一 
(3) Ia 并 snE+sm 开 + +sng oz |。 
站 刀 九 九 


解 〈1) 原 式 -各 | -221 人-d。 


mm Pm 刀 


O 〇 


十 工 


刀 ,。\P 
(2) 原 式 -和 六 人 二 = | xedx= 
厂 一 >o0 局 刀 九 0 忆 
攻 7 一 1 i 1 1 2 
(3) 原 式 -im| 2snzz 有 -| Sin rxXdqx = 二 。 
刀 一 >o0D 四 刀 九 0 元 


8， 求 下 列 定 积分 : 


() | sos" Xdx ; (2) 三 sin" xdax ; 
(3) 上 (ao: 一 x2) ax ; (4 Pd-4x2)0dx; 
(5 侣 xn ”xdx ; (6 fxm XdaXx . 


解 〈1) 人 COS" Xdx = 「 COS "XdaxX 十 上 COS "Xdax ， 
在 第 二 个 积分 中 ， 全 tt 三 克 一 X 则 

上 COS"”Xdx = 二 coS ( 克 -bdt=(-JT” osn tdt ， 
所 以 当 m 为 奇数 时 ， 上 COS" Xdx = 0 ; 
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当 m 为 偶数 时 ， 和 cos" Xdx = 2 全 cos' dx 加 -DG 一 习 … 江 
2 0 nn 一 2)…2 


O 〇 


(2) 当 m 为 奇数 时 ， 显然 | sin" xdx=0 ; 
当 m 为 偶数 时 ， 


「 Sin”xdx = 2| sin" Xdx = 2 sin" xdx+2| .sin Xdax ， 
一 歼 0 0 于 
在 积分 | sn" xdx 中 ， 全 (= 元 一 x， 则 | 


克 0 
[ Sin” xdqx = -| Sin ( 世 一 tdt = 下 sin tdt ， 


2 委 


所 以 
| sin" xdx = 4 fsi id 吕 -D-3 1 
nn 一 2)…2 


(3) 仿 x=asint， 则 
(2m)8 2 


『 ee: 一 X2J dx= | tdt = 
。 0 (2n+DI 


(4) 合 x= sint， 则 


工 们 和 下 二 径 
2 ,2 ES 2A\10 2 21 二 这 21f 23 
| x“ (1-4x ) dx = Sin tcos ”tdt 让 (CoS L 一 CoS ”1t)dt 


_1200 2 工 2004 
821I 234) 184 21 7 
(5) 人 mn xd 工 walnnxl 问 9 
8 及 0 
7 1m1! JI 
= 一 一 | 阅 in7" xdx=…=(-1T"” Xngx 二 (1 
0 ) (n+ 了 7” 上 ) 前 


xin xdx= 二 exmnmxax 
4 2 2:"1 


(6) xm" Rs ln" x 
上 2 


0 
2 元 人 
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mn(m 一 卫 


-0 CDD TCD 
人 而 
二 7 [ 了 22 二 人 ]D” + 也 


9， 设 fo 在 [0 上 连续 ， 证 明 : 
GD 三 Feosx)ax = 三 Finx)ax; 
(2) 太 xfGsin x) ax 二 flsin xJdx 。 
证 〈1) 合 (=-X， 则 
「 fcosoax=| feinDdt=| Finoadx。 
(2) 今 t=r-x， 则 
上 xf (sin x)dx = 上 (r-DFGsinbDdt = fsin ax- xrGin x)dx ， 
所 以 
[xfGinx)ax 人 flsin x)dx 。 
10， 利用 上 题 结 果 计 算 : 


\ fr ，， \、rr XSinX 
(了 | XSsin4 X dx ( | | 0 
fr 、 

人 人 X 


解 〈1) 人 0 
8 16 


X， 


z XSinX 和 rz SinX 歼 四 
(2 ) | 三 | 5 Cx = arctancosx| 一 一 和 o 
0 1 上 +coS” 2 .0 1+CoS X 2 0 4 
rz Gdx - dx - dtanx 
〈3) 人 宣 | 5 =z| 本 项 2 
0 1+Ssin? 有 2 .0 1+Sin-X 0 1+Sin- X 0 1+2tan-X 


本 权 
= -一 arctan vV2tanx “= 一 一 
2 ( 儿 4 O 


11. 求 下 列 定 积分 : 


() 人 xz2[x]dx; (2) 人 Sgn(X 一 X3)dx ; 
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(3) xx 一 aldx; (4 「[e*]dx. 
解 (1) |2Dldx=| ax+21 ax+3l edx+4| eax+5| ax=285。 
(2) 「 sgnCx-xa=Tlax+| CDax=o0 
(3) 当 a<0 时 ， 
[xlx-alw=[xx-aax=s-2 
当 0<a<1 时 ， 
「 xlx-alax= 六 xa- oOdx+| x(x 一 Odx= 3 -+ 
当 a>1 时 ， 
「 xlx-alax=『xa- dx=2 -3。 
(4) | [eqa=[ la+f 人 2ax+ 人 3a+ 4 
+ 人 5ox+ 人 6ax+f 7u 
=14-In(70。 
12， 设 foo 在 [wo 上 可 积 且 关于 x=T 对 称 ， 这 里 oo<T<b。 则 
六 COdw = 开 7COd+ 站 Foodx。 
并 给 出 它 的 几何 解释 。 
证 | fooaw=| Food+| Fooa+rf Foodx， 
由 于 foo0) 关 于 x=T 对 称 ， 所 以 FT-= Fo， 于 是 ， 邻 x=27-t， 则 
| fooaw=-| For-bdt= 『 f(CT-Ddt= 「 flDdt= [ COdx ， 
所 以 
「 Food = 三” Food+ 站 fCoOax。 
从 几何 上 说 ， 由 于 帮 oo 关于 x=T 对 称 ， 所 以 积 分 | Foodx 与 积 
分 六 fcodx 表 示 的 是 相同 的 面积 ， 从 而 上 述 等 式 成 立 。 
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Xe 一 


X> 0， 
13， 设 Fo = 


1 计算 I= | fw-2dx。 
， X < 0. 
1+e” 


解 倒 t=x-2， 则 


7 「 fbdt= 「 F(Ddt+ 「 fdDdt= 


2 - 汉 


= 人 二 + 了 NE 
9 和 


14. 设 酚 数 foo = 5| (x-b02gDdt， 其 中 本 数 g(09 在 (-o,+o) 上 连续 ， 且 


9g0=5，| oo0d=2， 证 明 foo= 丰 oOd- god， 并 计算 f"D 和 
1"。 

1 
解 1CO=5 


1 2 fx X 1] x 2 
【ee -2xt+t )g(Ddt = 【ga-x g(Ddt+ 了 人 t2g(Ddt ， 
等 式 两 边 求 导 ， 得 到 


100= 过 gd+32g00- 下 @Od+xgCO+5x2g09 
=x 人 dq(Ddt 一 人 lg(Ddt。 


1 fc0 = 人 gd f"o0=9g0c0， 所 以 


广 "( 一 7? ， 太 ") = 5 


15 设 (0+o 上 的 连续 函数 fo 满足 fCO =Inx-| Fooax， 求 | 三 (x)daxo 
记 | foodwx =a， 则 FoOJ=Inx=-a， 村 是 


Q = 三 (x)dx = 『 mxdax-ale-D， 
所 以 


1 "e 1 区 到 
a= 了 inxax=5xmx x 


二 
(3 


16， 设 函数 foo 连续 ， 且 |rCx-Dd= arctan(x2)， FD =1 求 | F(x)dx。 
解 在 | ywCx-Ddt 中 ， 令 u=2x-t， 则 
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fwr@x-Ddt=-| Cx-mDfaodu， 


两 边 求 导 ， 得 到 


2X 演 这 1 1 
从 | udu -| ur LU 三 0 ) ， 


中 三 (uau 十 4x( 三 (2x) 一 太 2x-JT) 一 2(2xf (2X) 全 (2x- 了 T f(2x-1T) 村 一 


将 x=L1FO=1 代 人 上 式 ， 得 到 
2 5 
| f(CoOdx = 本 。 


7. 求 | xlsinxldx， 志 其 中 m 为 正 整 数 。 
解 ”首先 有 


2K 秋 


(2Kk41) 和 (2k+Dz 
| xlsinx|dax=| XSin Xdx = (4K +J)Z， 
2K 秋 


2K 并 2K 妆 
| xlsin x|ax = 四 -| xXSsin xdqx =(4K--TDzo 
)2K 一 J) 称 (2K-TD 坟 


当 m = 2m 时 ， 


忆 (2Kk+1) 
人 xlsinxlax= 并 Xi ndx+ 人 
K=0 


和 


K=0 


当 n= 2m+1 时 ， 


[> |sinx|dx= 二 ( 克 ” xlsi D xX|ax + 人 
=4m2 关 +(4m+D=(2mn+D 关 o 
所 以 
人 > |sinxldqx=m2ro 


18， 设 酚 数 S(x) = 人 costldt， 求 lim 二 一 2 


X 一 > 十 oO X 
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“xsin xx 


(2m+l) 元 
“xsin xox] + 全 xlsin Xdax 


解 设 nar <x<(n+Dr， nn 为 正 整 发 北 ， 则 | 一 一 (一 +oo。 由 于 


九 爷 克 
CoOSXIdx =ml lcosXdx=2n，0<| cos%dx< 碾 ， 
| la 间 la 0 『 la 
0 0 灵 


可 知 
27 9(X) < 2 
X X X 
所 以 
人 
x+  X 克 


19. 设 foo 在 (0,+o) 上 连续 ， 且 对 于 任何 a>0 有 
g00=| fdt= 常 数 ，xs(0+eo)。 
证 明 : foo = 二 ，xe(0+o， 其 中 必 为 常数 。 
证 在 gc0=| /oa 两 边关 于 x 求 时 得 到 
9 (oO=af(aoxo)- FoO=0o。 
取 x=1， 则 fo = 号 ， 此 式 对 任何 o> 0 都 成 立 。 记 c -= fD ， 就 得 到 
c 


1 帮 O = 一 ，Xxs(0+oo)o 
X 


20， 设 foo 在 (0,+o) 上 连续 ， 证 明 


4 ] 工 
/人 2 二 ~ 大 三 借 2 局 ?je 


4r({xX 21nx， fr 21tn4-inbo0，4 
和 


所 以 


4 ] 1 
[ /位 2 xdx=(mn 2 /人 je。 
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21.， 设 fo 在 [ww 妇 上 连续 。 证 明 


1 
六 一 a 


「『 rooa+ 站 Feolax。 


max | 厂 (x) 长 
a<X<b 


证 ”由 于 foo 在 ro 上 连续 ， 可 设 1FG = max 


fss[ao 及 


f(ogJl，7s[awb。 于 是 


|fC7)| = min 


Qa<X<b 


一 min 


Qa<X<b 


max Fox minlfCol=|F(S -PCDls|FG9- Fl= 虹 户 cOodls 由 Poolax。 
另 一 方面 ， 由 积分 中 值 定理 ，ac eta 上 j， 使 Ke = 二 二 人 fax， 


于 是 


min 


Q<X<b 


fagl<lfdj= 翅 六 FoOdx 


O 〇 


所 以 


1 
六 一 a 


一 min 


Qa<X<b 


IdQX 


Q<X<b 


帮 x) 


f(xO| = min 


Qa<X<b 


f(CO|+ (max 


Qa<X<Db 


roo 思 + 站 Poolax。 


foo) < 


22， 设 foo0 在 (-o,+o) 上 连续 ， 证 明 
[rc-ouw=[f 炎 fo 和。 
证 ”利用 分 部 积分 法 ， 
[rooaxju= (reoali=raom= 人 rowx-aDau。 
注 : 本 题 也 可 售 FCO = 六 fd-aau -人 foddjd， 证 明 Fvo =o。 


23. 设 1(oo 在 [0,al 上 二 阶 可 导 (a>0)， 且 j"oo>0， 证 明 : 


a Q 
人 Foodax> cf? 


证 将 1C0O 在 x= 了 展开 成 1 阶 的 Taylor 公式 ， 有 


q ，Q GR 起 _Q、 
ER 二 天 


由 f"co>z0， 得 到 
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Q 


f00> 7GD+ FDC 5 
对 上 述 不 等 式 两 边 从 0 到 a 积 分， 由 于 人 (x 一 了 )dx =0， 就 得 到 


三 Foodx> cf?] 
24. 设 函 数 fo 在 [0 上 二 阶 可 导 ， 且 f"o<s0，xesro1, 证 明 : 
[ArGe)axs 由: 
证 将 100 在 x= 了 展开 成 1 阶 的 Taylor 公式 ， 有 


工 ? 浊 要 二 工 几 -5 
全 民 人 虽 3 (0<“<lD。 


由 "os0， 得 到 100 < 1 辐 + GCC- 习 ， xe[0]， 再 用 屏 蔡 换 x， 


1eos 1G+ Ge - 习 。 
对 上 述 不 等 式 两 边 从 0 到 1 积分 ， 由 于 oe -aax=0， 就 得 到 
「『 roa)axs 虽 ] 
25， 设 foo 为 [02z] 上 的 单调 减少 范 数 , 证 明 : 对 任何 正 整数 mn 成 忌 


后 刘 (x)sinmxdx>0o。 


(2K+DJ) 元 (2K+2) 均 
》 


证 人 六 (x)sin nxdx = 引 户 三 (x)Sin mxdx + | 三 (x) sin nxdx 


(2K+1)z (2K+2) 太 二 证 2K 友 十 
全 六 (x)Ssin nxdx 本 fo)sin nxdx 中 ， 分 别 令 x= 一 一 慎 
2kz 本 


刀 


2K+1)Z+t > 
x= 生 Yz+， 得 到 
尹 


(2K+Dz 


有 | 
2K 和 六 


刀 


三 (x)sin nxXdx = 人 [ fsintdt， 


(2K+2)5 
je 三 xsSin nxdx = 一 


=| 人 
0 刀 


由 于 /foo 在 [02z] 上 单调 减少 ，sint 在 [0,z 上 非 负 ， 所 以 
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网 faOsnmdx = 二 1 [到 半 |- [ at]jama>o。 


26. 设 函 数 fo 在 [0,z] 上 连续 ， 且 | foodx=0， 人 foocosxax=0。 证 
明 :在 (0, 妆 内 至 少 存 在 两 个 不 同 的 点 后 ， 所 ,使 得 1(G) = 1 所 )=0。 
证 证 明 一 : 设 g00=| fode ，ho=jgoOsinxdx， 则 


9(0) = 9g(Z) = 
Ah(0) =0， P(z)= 上 9gCOsinxdx=-| 9gC0d COSX 
= 一 9(X)] coSsX 2 三 (x) cos xdx = 人 六 (x)cosxdx = 0， 
对 no 在 [oz 上 应 用 Rolle 定理 可知 存在 ye(0， 如 ， 使 得 
(7)=g(7)sin7 =0， 印 9g(7) =0 ， 再 在 [0， 717] 和 [7， z] 上 对 gx 分 分 别 运 用 
Rolle 定理 ， 可 知 3< ,2 < 作证 使 得 
帮 5)= 8 帮 所 )=0。 
证 明 二 : 用 反 证 法 。 若 不 然 ， 只 有 一 个 点 <s(0， 克 ) ， 使 得 F(G=0， 由 
于 Fo 在 [oz 上 连续 ,所 以 109 在 @ 信 和 ( 纪 站 上 异 号 , 不 妨 设 在 (0 名 
有 者 有 人 全 克昌 全 二 二 的 
设 g00=| fd 则 9g0=g=09g(C0= foo， 可知 g00 在 (0 习 中 
单调 减少 ， 而 在 ( 士 ( 纪 和 万) 中 单调 增加 ， 从 而 g(x)<0,xe[0, 关 ]。 
男 一 方面 ，9g(9 在 [0, 二 上 不 恒 等 于 雾 〈 否 则 fo 恒 为 雾 与 反 证 法 假 
设 矛 盾 ) ， 于 是 
上 三 (x) cos xdx = 人 CoOSXdg(X) = 9g(X) COSX|。 
与 题 设 矛盾 。 


十 人 g(x)sin xdx = 人 g(xX)Ssinxdx < 0 ， 
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1 求 下 列 曲线 所 围 的 图 形 面 积 : 
(UL) 二 多 一 X )， X=2， 
X 
(2) y2=4(XxX+TD，yz=41-x) ， 
(3) y=x，y=x+sin2x，x=0，Xx=T 
(4) y=ex，yY=e*，X=1， 


(5) y=|lmnxl，y=0，x=01，x=10 ; 


(0) 时 形 线 | 2 站 


2 太一 起 ， 


ph |X=Qacos3 
(7) 显 形 线 | 0<t<2r ; 


yY=asin3t， 
(8) 阿 基 米 德 螺 线 r=a6,6=0,6=2r ; 
(9) 对 数 螺 线 "=aes,6=0,60=2r 


(10) 蚌 线 r=acos9+b (bp>a>0) ; 

(11) r=3cos0，r=1+cosg 人 
(12) 双 纽 线 斑 = az cos20 ; 

(13) 四 叶 玫 瑰 线 "= acos26。 

(14) Descartes 叶 形 线 xa+y =3axy ; 

(15) x4+y4=a2(x2+y2). 


解 〈1) 面积 4= 六 w- 光 = 二 习 -na 
X 2 


和 
2 


时 
〈2) 面积 4 咱 a 宝 | 9 局 站 @- 洒 由 = 本 。 


(3) 面积 4= 「 sin? xdx = 二 | 4-cos20dx = 三 。 
4 2.0 2 
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(4) 面积 4= | e 二 
0 e 


(5) 面积 4= 网 Imxax=| ]n xdx 一 


2 
10 10 


(6) 面积 A= [Ke = 着 20dl 反 站 ore 二 dl 兰 兰 


(7) 面积 4= 4| acos: t.3asin” tcostdt = 12a| 2 (cos t 一 Cos 站 dt 


(8) WE 
(9) 面积 4= 了 | 。 :ezd0 =- 了 人 ew -j?。 


(10) 面积 A= 了 人 (acosgO+Db)2d0 = 了 人 cos20+2abcosO+b2)d0 


”2z1+cos2 
区 | SS 二 40+DPT = 了 za2+ 田 2。 


(11) 面积 


A= 也 [ecosO) -(L+cosb)?]d0 = 了 六 G+ 4cos20-2cos0)90 二 疝 
3 3 
(12) 面积 4= 4 了 |:a: cos2000 = a“。 


(13) 面积 4=8.3[ cos2 2040 = 2 ar+ cos 40)d0 -ma 


。 公 3at 3at” 


oo 六 UL 一 2t) 2 )- 1 
0 (+ 


用 3at? | 3at ]- 
0 1+t3\1+t3 
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A=3 


az 站 ”20 庆 =3az 人 ” 2 和 0 
0 (1L+I "0 (+ (+ 切 2 


解 二 : 将 X=rcosO,y=rsnO 代 大 xs+ y3 = 3axy 中 ， 得 到 


3asin COcosO 


歼 
天 去 Oe[0， 
sin30+cos30 [ 四 ， 
于 是 面积 
至 党 了 过 忌 克 2 
_ 9a 5 ee _ 9a 本 2 O _dtang 
"0 (Sn OO+cos O) 2 0 (人 tan 0+DT 


色 


骤 : 业 一 小 过 汉 
2 


凤 tans O+1L|， 


(15) 将 X=TrcosOy=rsinO 1 x4+y4 = az(x2+y2) 中 ， 得 到 


2 
这 | 


人 池 
sin40+cos“0 


A=14 


1 人 Q2 有 
0 


. 有 5 dtang0 ， 
2.0 Sin CO+cos O tan OO+1 


他/ =tan0 ， 则 


= V2zmo?。 


tt +l rt dt-t) 
A=2a 人 和 | (3 = V2a2 证 芭 直 


2.， 求 由 抛物 线 交 = 4ax 与 过 其 焦点 的 路 所 围 的 图 形 面 积 的 最 小 值 。 
解 ”选取 焦点 (0) 为 极 扣 ，x 轴 为 极 轴 ， 建 立 极 坐标 。 则 由 
x=rcosg+dwy=rsing 代 人 扫 物 线 的 方程 =4ax 中 ， 可 得 抛物 线 的 极 
坐标 方程 为 


可 2a 
O 
1-- cosO 


设 过 焦 氮 的 弦 的 极 角 为 c， 则 筷 与 抛物 线 所 围 的 面积 为 


1 zxrr 4q” 
A(w) = 一 一 -一 40 
(多 有 (1 -cosgO)” 
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2 
这 人 证 zi 1 1 | 8a”cos Cw 


(L+cosojz (cosoy? sin  w 


令 A(o) =0， 得 到 = 了 。 相生 当 和 肝 A(o] <0 ; 当 x> 了 时 ， 
A(oJ >0， 所 以 Aw 在 “= 了 取 到 极 小 值 也 就 是 最 小 值 4C3) 


2 1 


允 2 
3) 二 | (L -cosO)” 


全 
dO0 = -@2| 上 4+ cot 一 )d 也 aaz。 
本 


3.， 求 下 列 曲线 的 咀 长 : 


(3) y=lncosx， 0<x<aq< 了 ， 


ph |X=acos3t 2 
d 时 天 | 0 


yY=asin3t， 


X=Qa(Cost+tsin t)， 


加 加 的 浙 开 线 | jj 


yY=a(Snt 一 tcost)， 
(6) 心脏 线 r"=adl-coso0)，0<6<2r ; 
(7) 阿 基 米 德 螺 线 "=a6,0<60<2r 


(9) 二 0<O<37ro 


3 
请 
4 27 


re 1 | 人 e+1 
(2) | 0 ) dy= 上 了 0O+y )ay = 这 


(3) 工 = 人 VL1+tan” xdx = 人 SeCXxdx =ln(tana+seca)。 


(4) 工 = 4「3a sintcostdx=6ao 


(5) 由 x'(D=atcostb y(= atsint ， 可 得 
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工 = | atdt = 27z2ao 
(6) 工 = 人 Vm+r2dg= 三 2asin5ab =8a。 
(7) E=f VP+r2dg=af vb2+100= mayI+4z2+ Sinz + Ji 
(8) 工 = Vs+rr2dg=| asim? dg = 3za 
4.， 在 旋 轮 线 的 第 一 拱 上 ， 求 分 该 拱 的 长 度 为 1: 3 的 点 的 坐标 。 
解 ” 设 所 求 点 所 对 应 的 参数 为 xc， 则 


二 = 三 va:d-eos +a”sin? tdt = 4ad -cos)， 


2 克 
工 := 『 az(L-cosb2+a2sin2tdt = 4a(L+ cos 了 ， 


由 已 =30， 得 cs 和 -十 , 即 c= 2z， 所 以 该 点 的 坐标 为 (2x 人 


5. 求 下 列 几 何 体 的 体积 : 
(ID) 正 枯 圆 台 : 上 底 是 长 半 轴 为 。、 短 半 轴 为 5 的 椭圆 ， 下 底 是 
长 半 轴 为 A、 短 半 轴 为 B 的 椭圆 (4A> oB>b)， 高 为 n ; 
O) 枯 球 体 氮 + 扰 + 和 


G) 直 圆 柱 面 xz + yY2 = aqa 和 xz+z2=a 所 围 的 几何 体 ; 
(球面 x++z =a 和 让 圆柱 面 x: + y: = ax 所 围 的 几何 体 。 


=1 ， 


解 (1) 7= 几 ro+ 全 00+ 2 0dx= 写 (24B+20b+ AD+aB)。 


(2) V 3 2 人 
- cC” 3 


《3) 用 平行 于 0oyz 平面 的 平面 去 截 这 立体 的 第 一 填 限 的 部 分 ， 堆 
面 为 正方 形 ， 于 是 


站 全 2 区 2 ”16 3 
V=8| da 0 


44) 用 平行 于 0yz 平 面 的 平面 去 截 这 立体 ， 则 截面 积 为 
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ax 
AOO = 2| 二 va -x2 -yzdy =2Vax-x2Vaz 一 ax+2(a2 -xD)arcsin 一 o 
由 


a a 1 
oarcsin | dx=| arcsin ,| ~ _d(a2x- 二 x3) 
QT 十 X QT 十 X 3 


1 aQ aQ 
= (a?x 一 二 xs?)arcsin | -| Cox la ya 和 =- 32)on， 
3 Q+X|lo "0 3 2Vx(a+ 放 3 45 


及 
[va Ra adx=W 人 [Na-Od= 二 aa， 
0 0 15 
得 到 
2 8 
V = 由 S 
0 


6， 证明 以 下 旋转 体 的 体积 公 邢 : 
d 设 三 (x) > 0 是 连续 西数 ， 由 0<a<x<b， 0<y 芯 fg) 所 表示 的 区 


域 绕 y 轴 旋 转 一 周 所 成 的 旋转 体 的 体积 为 


V = 2z| 和 (x)dx ， 


CO) 在 极 坐 标 下 ,由 osw<6<pB<ro<sr<r(9) 所 表示 的 区 域 绕 极 
轴 旋 转 一 周 所 成 的 旋转 体 的 体积 为 


3 
3 


证 (1) 作 区 间 [a 思 的 划分 P:a=x<m<x<…<x=b 则 关于 小 区 域 
Ke xssx<x osy< fo 绕 y 轴 旋转 所 得 的 体积 有 


Vv= 和 所 [sinmb。 


AVi < (xf < 1xi) = 27o 1x)Axio 
议 14= max(Axi)， 全 1 人 0， 就 有 


V = 2z| 和 夺 (x)adxo 
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(2) 解 一 : 设 x= r(6)cosO， y=r(OsnO，a=r(c)cosw，D=r(CO)cosO， 
则 
V =| my "ax -marz(wsin CQ +3abr2(D)sin LO 
= my ?dx + ad02 三 71 sin“g(rcosg-rsin0)dO 


+ 人 Br2rsin gcosO+2r3sinOcos” 0_rasin30jab 
2 克 


解 二 : 首先 , 由 o<o<p<zr0<r<sa 所 表示 的 局 形 区 域 绕 极 轴 旋 转 一 
周 所 成 的 旋转 体 的 体积 为 
V= sin Acos6+ 直 Ca 一 x2)dx = 节 d-eosb)o7。 
然后 作 [w,P] 的 划分 : w=b <2 <2 <…<0,=6， 考 察 由 
0,<0<0,0<r<r(g) 所 表示 的 小 曲 边 鹿 形 区 域 绕 极 轴 旋 转 一 周 所 成 
的 旋转 体 的 体积 ， 这 小 区 域 可 近似 看 作 局 形 ， 于 是 这 小 块 的 体积 应 近 


ra(g)sinbdg 。 


似 等 于 
AV = 节 rP(ODJG-cosb) - 守 mG- cosO 1) > 芝 r(g) .SinOAO ， 
从 而 


刀 2 
V = 二 (0)sinbAb 


全 4= max(AC) 一 0， 束 有 
王 | (9)sin6ag 
7 求 下 列 曲线 绕 指 定 轴 旋 转 一 周 所 围 成 的 旋转 体 的 体积 : 
(GD + 疙 =1， 绕 x 轴 ， 
(2) yy=sinx，y=0，0<x<T， 


GD 绕 x 轴 ， @ 绕 y 轴 ; 


237 


X 一 QCOS3 t， 
0<t<sr， 绕 x 轴 ; 


=Qasin3t， 


(3) 星 形 线 | 


(4) 旋 轮 线 | 四 te[0,27r]， yy=0， 


= a(1 -cost)， 

GO) 红 y 轴 ， @) 绕 直 线 y= 2a ; 
(5) xz +-b=a，(0<a<sb)， 绕 x 轴 ; 
(6) 心脏 线 r = a(1- cos6) ， 绕 极 轴 ; 
(7) 对 数 螺 线 r =aes, 0<6<r， 绕 极 轴 ; 
(8) (x2 +y2)2 = a2(x2 一 y2)， 绕 x 轴 。 
解 (1D) y=z|" 妃 (oz -xdk= 人 map?。 

| 3 
(2) @y =z| sinzxdx= 二 z ， 

0 也 

COV=2z| xsinxdx=2z?。 

(3) V=z| 7ix=3m?| sin7tcos td 


二 2 
一 6m?|: (sin tr- 一 sin? bdt =- 运 m。 


ve 


(4) GDv = 2z| xrCOa 2m?| CC-sam DG -cosbzdt = 6r2as3 

Gy = r(2a)? -zza -ad-cosDjzal-cosDadt=7r2azs 
(5) V=z| (ev -Oo 和 = 4 劝 | ao -xdx= 2r2a2b 
(6) 由 第 6 题 (2)， 得 


-二 | adL-cosO)” sin0- 了 m; o 


(7) V= 莹 |oer sin0d0 = 人 +TDaso 


丈 k 
(8) = 衬 人 acos20 snbdb , 令 t=cosg， 则 
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3 
V =- 乞 of (2t2 -TDzdt。 
3 “ 歼 


由 
1 2 1 1 工 
下 (202 -TDzdt=t(2t2 TD? 1=6|， t2(2L2 -TDzdt 
二 “五 
工 四 工 
=1-3 | : (212 -1 和 -3 引 : (2t2 -TDzdt ， 
现 现 
得 到 
号 站 
人 (2t2 -TDazdt | (202 -TDzdt 
厂 二 
-VEV2 -IlM2+V2r -二 -320 记 -1 
4 8V2 二 16 8 
所 以 


V _TDad = 了 nQ2+0-2。 
8 将 抛物 线 y= xx-qg 在 xs[0d 和 xs[awc 的 跑 段 分 别 绕 x 轴 旋转 
一 周 后 ， 所 得 到 旋转 体 的 体积 相等 ， 求 与 o 的 关系 。 
解 zx-a?dx= zx(x- adx， 
积分 后 化 简 ， 得 到 


2a” -10a2zc3 +l5ac4 -6cs =0。 


9 记 v@ 是 曲线 y- _ 屏 在 x eto 忆 的 弧 段 绕 x 轴 旋转 一 周 所 围 成 


1 十 X* 
的 旋转 体 的 体积 ， 求 疝 数 “使 得 实 足 


工 
VY=5limy(G)。 
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7 ”? 


axX 
V(a) 二 1 


可 知 lim va = 开 ， 于 是 得 到 -=- 工 ， 解 得 a=1l。 
人 2 1+a ” 2 


10， 郊 椭圆 所 + 兰 =1 绕 x 轴 旋转 一 周围 成 一 个 旋转 椭 球 体 ， 再 治 x 轴 
方向 用 半径 为 (r<b ) 的 钻头 打 一 个 穿 心 的 圆 孔 ， 剩 下 的 体积 恰 
为 原来 顶 球 体 体积 的 一 半 ， 求 "的 值 。 

解 椭圆 所 + 羡 =1 绕 x 轴 旋转 一 周 所 围 成 的 旋转 椭 球 体 的 体积 为 


2 
V -2zfl2va | 友 三 全 亏 有 2 
0\a 3 
割 下 部 分 的 体积 为 
2 3 
2 4 六 2 2 9 2 X _ 47 2 QQyrr2 2、 了 
V =27r 请 D 二 + 27jeae Cu 全 二 一 也 中 


3 
上 2 
由 双 =2 见 ， 解 得 "=b | 


11.， 设 直 线 y =ax (0<a<1) 与 抛物 线 y= 守 所 围 成 的 图 形 的 面积 为 $,， 
且 它 们 每 直线 x=1 所 围 成 图 形 的 面积 为 S,。 
(1) 确定 a 的 值 ， 使 得 s, + s, 达 到 最 小 ， 并 求 出 最 小 值 ; 
(2) 该 最 小 值 所 对 应 的 平面 图 形 绕 x 轴 旋转 一 周 所 得 旋转 体 的 体 
积 。 
解 (1) 5 +3 -| wx-xax+| 2 -aot -am-7a+3o 
记 1O-3o-7zo+rz,， 则 fO=o-3O=2o。 售 Mo=0， 得 
到 o= 万 ， 且 广 CD- 人 >0。 所 以 S +s, 在 = 万 处 取 到 最 小 值 ， 
min{S;+S,} = 太 
(2) 旋转 体 体积 
V = z| oo; -Xe]ax+z 一 (ax) ”]dx = Cai = 十 sr。 


将 a= 二 代 大 ， 就 得 到 
\/2 


工 工 工 
0， 3 
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本 V2+i 
30 
12. 设 本 数 foo 在 闭 区 间 [01] 上 连续 , 在 开 区 间 (0D 上 大 于 零 ， 并 满足 
foO = 100+ 之 闪 《a 为 入 常数 )。 
进一步 ， 假 设 曲 线 y = foo 与 直线 x=1 和 y=0 所 围 的 图 形 s 的 面积 
为 2。 
(1) 求 酚 打数 F(x) ， 》 
(2) 当 a 为 何 值 时 ， 图 形 s 绕 x 轴 旋转 一 周 所 得 旋转 体 的 体积 最 小 ? 


解 (1) 由 xfoo= roo+3ax2， NE -3 所 以 Fa -3 ie 
2 X 2 X 2 
即 


Ao 


三 (x) = 2 x2 十 CXo 
对 r- Ta 两边 关于 积分 有 [axafo = 站 roar5， 
由 此 可 得 10 = 4+ 从 而 c=4-a， 于 是 


2 2 +(4 一 axo 


三 (x) = 
(2) 记 交 | 宛 +10a+160) 。 


令 V -=0， 得 ao=-5， 且 这 时 v"= 人 >0， 所 以 在 ac=-5 时 旋转 体 的 体积 
取 到 最 小 值 。 
13.， 求 下 列 旋转 曲面 的 面积 : 


山 多 =2px，0<x<a， 绕 x 轴 ; 
(2) yY=Snx，0<X< 元 ) 绕 x 轴 ; 
大 

Qa2 力 ? 


几 显 形 线 | 15 元 线条 ; 


y= asin3at， 
5) 心脏 线 "= adL-cos9)， 绕 极 轴 ; 
(9)， 双 纽 线 " = az cos20 ， 
人 绕 极 轴 ，(iD) 绕 射 线 6 = 二 。 


2 
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解 〈1) 面积 4= 2z| V2px 1+ 汪 =2zVP 人 2x+pdx 
0 X 0 
3 
-oo 站 
(2) 面积 A= 2z| sin XML1+Ccos” xdx 


-zeas XV1+ cos“X 二 ln(cosX+ VL+coS? 不 =2V2z+27 In(V2 +JTDo 
(3) 面积 


A= 2z| 2 一 X Te 本 “= 全 直 二 全 a2 一 b2)x2dx 
2 /2 2 
汪汪 270“D Tt 六 -一 a 本 
芒 一 aq Q 
三 447apD a=D。 
过 2 2 
2 劝 ” 2 arcsin 8 Q>D 
a2 一 六” 


全 12 
(4) 面积 4A= 4z asin3t.3asintcostdt = 12azz 人 | sin“tdsint = 车 ro 。 


(5) 面积 4= 2z| rsin Or 六 +r “doO0 = 4azz| d- cosO)sin gsin 和 dg 


=16a?z| si 0 2 

0 2 2 5 

(6) 〈i) 面积 4= 4z| rsingvr: +r2dg=4m? [sinbag= (4-2V2)za ) 
(ii) 面积 4= 4z|rcosevm +FrdO = 4zmaz|cosb0= 2\/2za2。 


14. 设 曲线 y= Vx-1， 过 原点 作 其 切线 ， 求 由 该 曲线 、 所 作 切 线 及 x 轴 
人 轴 旋 转 一 周 所 得 旋转 体 的 表面 积 。 


解 由 y' -FT 可 设 曲线 y= Vx-1 过 点 Co,yo) 的 切线 方程 为 
1 
了 (x Xo)， 


而 此 切线 过 原点 ， 由 此 可 得 x% =2,y =1， 于 是 切线 方程 为 


二 
人 
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旋转 体 的 表面 积 
A=2z[ +ax+2z| 1 11+ 让 
\5 2 元 
En xdx+ 克 | V4x 一 3d -6GMV5-D。 
15. 证 明 由 至 间 曲 线 


X = X(t)， 
yY=y(，te[ 五 , 王 ] 
Z = Z(b)， 


垂直 投影 到 Oxy 平面 所 形成 的 柱 面 的 面积 公式 为 
S = 人 太 z(DVEx(DJ+IUY (Dj dt ， 
这 里 假设 xD ，y(D，z“(D 在 区 , 碾 ] 上 连续 ， 且 zOD>0。 
证 ” 作 思 , 刀 ] 的 划分 : 工 =u<b<b<…<b = 卫 ， 设 空间 曲线 对 应 于 
小 区 间 避 ， 匡 的 小 段 在 oxy 平 面 的 投影 的 长 度 为 As， 则 
其 中 < s[tb]。 于 是 这 段 小 听 段 垂直 投影 到 Oxy 平面 所 形成 的 柱 面 
的 面积 为 


ASi sz 全 )As = ZJVLXCG 下 +[Y(GGPAb。 


仿 4=max(At) ， 融 得 到 


S= 3 z(E)VLXE 下 +[yE 让 At = | z(DVLx(OP+[y(D]zato 


16.， 求 下 列 曲线 在 指定 点 的 曲率 和 曲率 半径 。 


(1) xy=4， 在 点 (2.2) ; 


(2) X=at-Ssintl,y=a(-cosb) (a>0)， 在 := r/2 对 应 的 点 。 
解 (1]) WE 于 是 
X X 


243 


及 


天 = ) 之 生态 半 2 


QL+(y0)2]2 


d int 
(2) 人 有 二 于 是 


3 


dx ad-cosn ” 2” de 4a 2 


及 


下 = 2 


3 


[全 
17， 求 下 列 曲线 的 曲率 和 曲率 半径 。 
(1) 抛物 线 风 =2px (p>0) ; 


了 
4a 


(的 -世面 线 天 二 
da D 


(3) 星 形 线 xs +ya =as (a>0) ; 
(4) 圆 的 渐 开 线 x = a(cost+tsinb,y=aGsint-tcosD (a>0)。 


d dx 1 
解 (1) 实 - 了 ,9%- 工 ， 于 是 
dy 忆 


dy 
全 3 
本 
全 二 了 本 人 
人 (P +y ) 2” (pp+2x2 


(2) 兮 x =QSsectiy=pbtant ， 则 


dy D sec"t dy D -cottcsct D 3 
三 = 一 csct 一 林 = 瑟 : = 一 一 cot tt， 
dx atantsect aqa dx a” tantsect a 
| 三 | 
于 是 
cott 3 
本 abjcoti| aq 人 4 


3 SS 了 
[ 二 人 (aq 二 csc2 间 2 [(a2 +b2)x2 -a4]z 
Q 


_ [Ca +D2)x2 一 a4]2 


及 
a“D 


O 〇 


(3) 令 x=acossby=asinst， 则 
》 
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dy ”3asin tcost dy 1 1 


1 三 一 tant， 5 5 未 9 
dx -3acos tsint dx 3a sintcos L 
| 三 | 
于 是 
1 1 
工 1 1 
天 二 3a Eees -元 R=3iloe|。 
alsintcost 
(1L+tan” 0 | 3 oo| 
(4 外- _qCost-cost+tsinD ani dy _ sect 1 
dx da(-sint+sint+tcos 章 "dx atcost atcos3t 
| 三) 
于 是 
1 
tcos3t 1 
天 .三 3 二 》 及 =dato 
(L+tan2 间 2 


18， 求 曲线 y = nx 在 点 (0) 处 的 曲率 圆 方程 。 
解 y = ,多 =- 误 ， 所 以 曲线 在 点 (0) 处 的 曲率 为 


1 
二 2 AIAA 
K= 一 守 =- 好 ， 曲 率 半 笃 为 R- ?5。 
(人 


由 于 曲线 y=inx 在 点 引 0) 处 的 切线 斜率 为 光 =1， 所 以 法 线 方程 为 
y=-x+l， 设 (aa 为 曲率 圆 的 圆心 ， 则 = -a+1。 
再 由 (a-D:+-02=8， 解 得 oc=35=-2， 所 以 曲率 圆 的 方程 为 
(x-3) +(y+2) =8。 
19， 设 曲线 的 极 坐标 方程 为 r=r(0)，bsfw,p](cro2z)， 且 r(O) 二 阶 可 
导 。 证 明和 它 在 点 (9 处 的 曲率 为 


2 2 
| 十 27 一 rr 


(7 十 "23/2 


证 ， 设 曲线 的 参数 方程 为 | 则 其 曲率 为 
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ly"Dx(D-yYCOxD| 
开 二 3 Oo 
[xD) +(COCDO)] 
由 x= r(O)cosO, y=r(O)snO ， 可 得 
X = cosO-rsing,y=rsinO+rcosO ， 
x“ = cosO-2rsin0O-rcos0,y =r sinO+2r cosO-rsino0， 
(x” +(y 站 二 六 再 产 扩 5 yl 一 ye 二 六 ” 平 27 芭 Fr 
所 以 


到 
让 二 27 一 六 7 


(六 于 天 信任 
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习 题 7.5 
1 一 根 10m 长 的 轴 ， 蜜 度 分 布 为 p(0x) =(0.3x+6)keg/m(o<xs<1l0)， 
求 轴 的 质量 。 
解 六- | ax+6)dx=75 (kg)， 即 轴 的 质量 为 75kg。 
2， 已 知 抛物 线 状 电缆 y = 〈-1<x<1) 上 的 任 一 点 处 的 电荷 线 密 
度 年 该 点 到 y 轴 的 距离 成 正比 ， 在 (GD 处 的 密度 为 q， 求 此 电 纳 上 
的 总 电量 。 


总 
解 Q= q| ML+ 4x2dx = qd 4x2)2 


,= 6.5-09， 即 此 电缆 上 的 总 电 


量 为 <GV5-D4q。 
3 水库 的 闸门 是 一 个 等 腰 梯 形 ， 上 底 36m， 下 底 24m， 高 16tm， 水 
平面 距 上 底 4m, 求 闸门 所 受到 的 水 压力 (水 的 密度 为 1000kg/m2)。 
解 以 梯形 的 上 底 为 y 轴 ， 从 上 底 的 中 点 垂直 向 下 为 x 轴 正 向 ， 则 水 
下 离 水 面 距离 为 x 处 ， 高 度 为 内 的 一 段 闸门 一 侧 所 受 的 水 压力 为 


dF =1000g(4+ 24+206- | 5 


于 是 曾 门 所 受 的 总 的 水 压力 为 


家 1000g| (4+ 人 24+206- 习 | <5.4x107(N)。 


4.， 一 个 弹 自 福 足 圆柱 螺 线 方程 


X 三 QGCOSt， 
Z = bt 


其 上 任 一 点 处 的 密度 与 它 到 Oxy 平面 的 距离 成 正比 , 试 求 其 第 一 
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圈 的 质量 。 
解 质量 m=| iotvyo +bdt=2kbvVa+Pz。 
5. 一 个 圆柱 形 水 池 半 径 10m， 高 30m， 内 有 一 半 的 水 ， 求 将 水 全 妆 
抽 干 所 要 做 的 功 。 
解 多 =| x10g.zl02dx=104xl0?()。 
6. 半径 为 > 的 球 恰好 没 于 水 中 ， 球 的 密度 为 p， 现 在 要 将 球 吊 出 水 
面 ， 最 少 要 做 多 少 功 ? 
解 考虑 对 水 下 离 水 面 距离 为 x* 处 ， 厚 度 为 必 的 圆 形 薄 斤 的 做 功 情 
况 : 半径 为 "的 球 恰好 离开 水 面 ， 则 圆 形 薄片 的 位 移 怡 为 rz， 其 在 水 
中 移动 的 距离 为 x， 在 水 上 移动 的 距离 为 r-x。 薄 上 斤 的 面积 为 
Crx-x)z， 设 mm 为 水 的 密度 ， 则 将 球 恰 好 吊 出 水 面 至 少 要 做 的 功 为 


W = oz Cr -X)(2rx-x 2)dax+(D=- 1 )gz| x(2rx 一 X2)dx 
4 
= 了 3 9C2-po。 


7， 半 径 为 "密度 为 p 的 球 碗 以 角速度 @ 红 其 直径 旋转 ， 求 它 的 动能 。 


芝 
解  W -Ia | D(2rx 一 2)2zV2rx 一 xVL+y dx 


2 
= 兮 | DUO2rx 一 X)27V2rxX 一 2 二 dx 
IXX 一 X 


= powz2rr er- x2)dx = 3zporr'。 
8.， 使 某 个 目 由 长 度 为 Im 的 弹 壬 伸 长 2. 5cm 需 费 力 15N,， 现 将 它 从 
1. 1m 拉 至 1. 2m， 问 要 做 多 少 功 ? 
解 由 F=ix， 当 x=0.025m 时 ，PF=15N， 代 大 得 K= 600。 于 是 所 做 
的 功 为 
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WW =| ax=9J。 
9 ”一 物体 的 运动 规律 为 *=3es -上 *， 介 质 的 阻力 导 速 度 的 平方 成 正 
比 ， 求 物体 从 z=1 运 动 至 =T 时 阻力 所 做 的 功 。 


解 ” 设 介质 的 阻力 为 FF， 速 度 v“=s=92 -1， 则 下 =kot -0D2。 于 是 
729 243 2224 


W=| Fsd=| 02-Dd= 全 77- 全 Ts5+973-T- 
1 1 5 5 35 


10， 半径 为 Im， 高 为 2m 的 直立 的 圆柱 形容 器 中 充满 水 ， 拔 去 底 家 


O 〇 


的 一 个 半径 为 lcm 的 塞 子 后 水 开始 流出 ， 试 导出 水 面 高 度 ) 随 时 
间 变 化 的 规律 ， 并 求 水 完全 流 空 所 需 的 时 间 。 (水面 比 出 水 口 高 
时 ， 出 水 速度 v=06x JI 。) 

解 设 ! 时 刻 水 面 的 高 度 为 )， 过 了 才 时 间 后 水 面 的 高 度 降低 了 dh， 则 


Rdn = -rz(0.0D?vdt = -天 (0.0D2 x0.6V2ghdt ， 
即 


dh 村 

-一 =-6x10s5V/29gdt。 

二 9 

对 上 式 两 边 积 分 ， 注 意 t=0 时 ，h=2， 得 到 
h=2(4-3x105V/gD2， 


以 Ah=0 代 人 ， 解 得 


天 -10gxl (s)。 
1 上 题 中 的 圆柱 形容 器 改 为 何 种 旋转 体 容 器 , 才能 使 水 流出 时 水 面 
高 度 下 降 是 久 速 的 。 
解 根据 题 意 ， 只 要 在 上 题 的 第 一 个 等 式 的 左边 含有 因子 即 可 ， 也 


即 在 时 刻 t 水 面 的 半径 > 须 满足 上 = kW， 其 中 K 为 常数 。 所 以 可 选用 
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曲线 y= o 绕 y 轴 旋转 一 周 后 所 得 旋转 曲面 作为 容 毁 ， 从 而 使 得 水 流 
出 时 水 面 高 度 下 降 是 与 速 的 。 
12， 镭 的 衰变 速度 年 它 的 现存 量 成 正比 ， 设 mw 时 有 镭 Qug， 经 1600 年 
它 的 量 减少 了 一 半 ， 求 镭 的 受 变 规律 。 
解 ” 设 在 时 刻 : 镭 的 现存 量 为 =Q ， 则 
dQ 


-KCQ 》 
址 

对 等 式 两 边 积 分 ， 注 意 在 时 刻 x 有 镭 Q,g， 得 到 
Q(D 二 Qie 一 一") o 


由 题 意 ， 当 tt -=1600 时 ， oO= 辽 ， 代 大 上 式 ， 得 到 k= 也 ， 所 以 


DO 
13， 将 A 物质 转化 为 B 物质 的 化 学 反应 速度 年 B 物质 的 浓度 成 反比 ， 
设 反 应 开始 时 有 B 物质 20%， 半 小 时 后 有 B 物质 259%6， 求 B 物 
质 的 浓度 的 变化 规律 。 
解 ” 设 在 时 刻 *，3 物 质 的 浓度 为 yD， 则 


解 得 


因为 WO = 二 ， 授 导 二 守 。 所 以 c= 工 KK-= -” ， 于 是 得 到 
5 2” 4 25” ”400 


]4， 设 [t+ 归 中 的 人 口 增长 量 导 P，- p(D 成 正比 ， 试 导出 相应 的 人 
口 模型 , 画 出 人 口 变 化 情况 的 草图 并 与 Malthus 和 Verhulst 人 口 模 
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型 加 以 比较 。 
解 ” 由 题 意 可 知 


dpD(t 
=KCpPu 一 P(D)， P(0) = Do， 
由 此 可 解 得 
P(D = pas 一 (pass 一 Po)e oo 
p Malthus 人 口 模 型 Verhulst 人 口 模 型 


15. 核反应 堆 中 ，t 时 刻 中 子 的 增加 速度 导 当 时 的 数量 No 成 正比 。 
设 NO) = N,， 证 明 


[ee 吉 [中 
No Jo 号 


证 ”由 题 意 可 知 
dN _ 
dt 
对 等 式 两 边 积 分 ， 再 注意 N(0O) = N ， 可 解 得 
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》 


NO = Nie“ 


ON 

NI， Ni 

16， 一 个 1000m 的 大 厅 中 的 空气 内 含有 a % 的 废气 ， 现 以 1m min 
注入 新 鲜 空 气 ， 混 合 后 的 空气 又 以 同样 的 速率 排出 ， 求 * 时 刻 宅 
气 内 含有 的 废气 浓度 ， 并 求 使 废气 浓度 减少 一 半 所 需 的 时 间 。 

解 ee 


由 此 即 可 得 到 


几 =-- 一 _yDdt，y(O0)=- 二 ， 


1000 100 
解 此 方程 ， 即 得 到 


[ 
y(b) = 全 一 e 1000 局 


西 =2， 从 而 得 到 -1oo0n2 (min)， 即 废 


2 


气 浓 度 减 少 一 半 志 需 的 时 间 为 1000n2 (min)。 
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第 八 章 ” 反 单 积分 
习 题 8.1 反常 积分 的 概念 和 计算 


1] 物理 学 中 称 电 场 力 将 单位 正 电 谷 从 电场 中 某 点 移 至 无 穷 过 处 所 
做 的 功 为 电场 在 该 点 处 的 电位 。 一 个 带电 量 +q 的 点 电 
荷 产生 的 电场 对 距离 "处 的 单位 正 电 荷 的 电场 力 为 
F= ， (K 为 常数 )， 求 距 电场 中 心 x 处 的 电位 。 


2， 证 明 若 | fooa 和 | 9gCOdwx 收 敛 , 6 和 大 为 常数 ， 
则 三 巧 foO+gCOjkx 也 收 你 ， 且 
着 避 foO+KgCOOldx = 天 三 foOdx+j 人 gqCOOdx 。 
证 设 [Foodax= im [Foodx， 三 gCOdx= im [gcodx， 则 
厂 攻 foO+egCOax = lm 并 foO+gCOjax 


。 A 3 A 十 oo 十 oo 
= lim 上 FCOdax +F dim 人 goOda = FCOdx+k| gCoOdx。 


3.， 计算 下 列 无 穷 区 间 的 反 帝 积分 〈 发 散 也 是 一 种 计算 结果 ) : 


人) | em Sin 5xdx ; (2) 由 e-3x COS2Xdx ; 
十 oo 1 
三 一 一 一 一 一 一 一 dx 
tm 工 。 0 (X” 十 Q2)(X” 二 D2) 
名 ee 3 (4 
(a>0,D >0); 
十 o0 友 。 \ 年 大 1 . 
(5) 人 Xe Cx (as 有 R); ( 有 | 人 (peR); 
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O) 陋 工 


工 


-- ~ dx: 人 
-2 (X2 十 1])302 (8) 上 (ex 上 + ez)2 
to 工 \、 nim lnx 
(9) | ER 》 dl | 5 
解 〈1) | ez Sin 5xdx -edcos5x -en COS 5xdx 
SS 0 ee Sin5xdx ， 
5 5 25 


所 以 


人 e-2x Sin DXxdx 一 二 也 
9 29 


的 


3 十 o0 -3x 3 9 +o -3 
= 一 一 | e ”dcos2x = 一 一 一 | ee 
了 4 了 


所 以 


[7 e-3x 
0 
kk= 人 -wx= 工 大 
工 十 


《3 


X2 十 X 十 1 


(4) 当 az*b 时 ， 


人 工 2 1 人 1 1 
0 (xX2 +a2)(x2 二 b2) 2 一 a2 0 X2 十 a2 X2 十 D2 


_ 工 +o 
e-3 cos2xdx -了 了 


e-3x dsin 2x = 人 Sin 2Xdx 
7 0 


“CoSs 2xXdx ， 


COS2Xdx = 局 
13 


1 歼 
六 一 a2\2a 


元 ] 呈 元 
2D) 2ap(a+D) 
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此 结果 等 于 在 oz 时 的 结果 中 以 = 代 大 后 的 结果 。 
(5) 当 a>0 时 积分 发 散 ; 当 a<0 时 ， 
人 dax = 二 ee d(ax“) = -元 。 


〈6) 当 p<1 时 积分 发 散 ; 当 P>1 时 ， 


[三 dax = (nx-2 
一 


2” xlnPx -P+1l 


入 = 一人 2 
忆 一 工 


(7) 令 x=tant， 则 


上 +oo 工 


克 
-0 一 | costdt 三 志 oO 


2 
(8) 令 ex =t+， 则 


十 o0 工 


| 本 


4 


风 工 诈 tdt 1 
(ex 二 e 一 小 2 Gd+rt)” 20+ 昌 ) 


《9) 利用 第 六 章 第 3 区 习题 1(10) 的 结果 


2 
| 二 
X 十 1 8 xz-V2x+l 4 4 


即 可 得 到 


+o lnx 1 Inx +o lnx 
(10) 一 一 dx= | 一 一 dx+| 一 一 dx， 
| 1 二 X” ja 1+X“ 
对 等 式 右 端 任 一 积分 〈 例 如 第 二 个 积分 ) 作 变 量 代 换 x= >， 则 
攻 ]nx xx = 一 人 ]nt 攻 
二 01+t2 


所 以 
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4 计算 下 列 无 办 函数 的 反 营 积 分 〈 发 散 也 是 一 种 计算 结果 ) : 


1 XX 。 e 1 
RN 0 
3) 共 X 3 人 下 1 吉 

EAX (2 一 X)VI 一 x 

11 1， \、 全 工 
(D) 六 去 和 去 尖 (0) 上 0 

肥 11d0-x) 

解 (1) ee | 了 = (-VIL- 妆 着 =1o 


《| 


d(n x) = arcsin(ln xj 二 5。 


XAT 一 人 5 


(3) 仿 Vx-1=t， 则 


2 X 1 8 
| dx =2| dr+t)dt= 


1 xx-1 
(4) 仿 W-x=t， 则 


于 工 DTf1 dt 2 
人 


二 


和 0 工 1 
(5) 上 志 和 去 尖 =| si 二 d +[ 三 sm 瑟 了 dx 。 


LO 1 工 1 于 
sin 一 -dx = Sin 一 -dq = 二 (CoOSs 
| X2 X2 G) 王 < or ， 


由 于 im Cos- 二) 极限 不 存在 ， 所 以 积分 几 坊 sm 二 必 发 散 ; 同 理 积分 
< sin dx 也 发 散 。 


(6) 邻 Vtanx =t+， 再 利用 上 面 习题 3 (9)， 得 到 


| 1 dx = 2 dt 二 光 
本 一 一 OO 
0 Atan x 0 1+t4 2 
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5. 求 极限 im go!。 


九 1 震 
解 iminam - lim 工 六 In< -= nxax= -1， 
1 一 >oo 刀 n->oPnj 7 
所 以 
&/m 
1im 中 _ 工 
no mn ee 


6. 计算 下 列 反 向 积分 : 


( 工 [imcosxdx ; (2 xnsinxdx。 
【= riarcsinX ，， 
(3 人 XCot xdx ; (4 直 dx ; 


G 让 区 
解 (T) 售 x= 卫 -b 再 利用 例 8.1.11， 得 到 
[incosxax 二 [fimnsintdt 二 -in2。 

(2) 令 x=r-t, 由 


克 站 克 。 克 。 
| xlnsin Xdx = | 和 冯 jnsintdt 一 | tlnsin tdt ， 


大 2 
Ji ximsin xdx 泽 二 [insin xdx 三 和 |2Insin xdx 皇 -2 _ ln?。 
2 0 0 2 


笃 元 


到 全 和 黎 
(3) [人 XCcot Xdx =| xdljnsinx=(xlnsin x)]|2 一 ? ln sin xdx = 订 n2 o 


(4) 令 t= arcsinx， 得 到 


人 arCSin X 


和 元 
dx=jetcottd=5n2。 


X 


2 


1 Inx 


(5) [wa = jnxdarcsinx = (nxarcsin xi -dx =-In2。 
7 求 下 列 反 各 积分 的 Cauchy 主 值 : 

JU cpf 二 CO Cpv[ 一 二 必 ; 

G) (pm[ -二 -dx。 


+o 工 十 X 
= 光 直 调 这 


解 (1D) (pv)| 


dx = lim [arctan X 十 了 X“)] = 和 元。 
A 一 上 +oo 2 


1 
X 一 2 


(2) (pv 站 


dx = lim[(nx=-2 
17 一 0+ 


和 +Onlx-2]=i2。 


2 工 
2 X]nx 


8. 说 明 一 个 无 界 数 的 反常 积分 可 以 化 为 无 穷 区 间 的 反常 积分 。 
证 设 | ro0 必 是 一 个 无 界 画 数 反常 积分 ，x=5 是 fao 的 唯一 奇 点 


( 即 fo 在 x=5 的 左 领域 无 界 )。 今 =- 22 ， 则 


(3) (pyj| dx = lim [Cnlmnxlla， 
77 一 0+ 


2 +(nlm 如 沁 ) -0。 


X 
|row=o-af 必 - 2 生 ， 


等 式 右 冰 束 是 一 个 无 穷 区 间 的 反 毅 积分 。 
9 人 以 三 Foodax 为 例 ， 叙 述 并 证 明 反 常 积分 的 保 序 性 和 区 间 可 加 
性 ， 
CO) 举例 说 明 ， 对 于 反常 积分 不 再 成 立 乘 积 可 积 性 。 
解 〈1) 保 序 性 : 
设 | fCOda 慎 六 g0Odax 收 公 ， 且 在 [w+ 成立 fo>g0， 则 


Q 


[fooOda>[ 9gCOdx ; 


证 明 : 由 定 积分 的 保 序 性 ， 可 知 矿 fCodx> 六 9gCoOdx， 再 依 A-> +oo。 
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区 间 可 加 性 : 

设 三 fcodx 收 敛 ， 则 对 任意 csto+r)，[ 三 food 收敛 ， 且 
[fooOa=| Fooda+[ FooOdx ; 

证 明 : 由 定 积分 的 区 间 可 加 性 ， 可 知 六 Food =「fCOd+ 广 food， 再 


售 A_>+oo。 


(2) 设 foo =g(CoO= 二 则 | fo 与 矿 go0wx 收敛, 但 厂 FoOgCoOadx 


不 收敛 。 
10. 证 明 当 o> 0 时 ， 只 要 下 却 两 边 的 反 名 积 分 有 意义 ， 就 有 


全 人]jw=ma[ 个 

8 Q  X 区 全 

1 疯 病 伟人 中 汪 ES 中 > 9 
Qa X 和 X 


XX XX 


二 必 呈 2 和 Ina | t+ 太 人 后 二 
X 


X 


对 上 了 式 右 端 两 积分 中 任 章 一 个 〈 例 如 第 二 个 ) 作 变 量 代 换 x= 则 


; X QQ L aa Inx--Ina Int 一 lna 
当 x:a->+o 时 ， t:a 一 0 ; 且 =+ 二 = 二 + 二 ， dx = dt ， 
QQ X aa ft X [ 


+oo 人 X Inx 一 Ina | Int 一 na 
- 从 Part9eaeea 


dQ 


三 区 “je- ma|” 仁 + 
-站 1[ 放 辣 司 Ina jx 可 1 “j: -dt=0。 
X 
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11. 设 | Food 收敛 ， 且 lim fooO=A4。 证 明 4A=0。 
证 用 反 证 法 。 不 妨 设 4>0， 则 对 e=-54>0，3X>a，w>X : 
CO-4< 卫 4， 从 而 fco > 了 4。 由 

1 Foodx=f FoOda+f Food > 六 1COdax+ 了 ACB- ])， 


可 知 Jim | ,1COdx=+o， 慎 | COix 收 敛 发 生 矛 盾 。 


同 理 也 可 证 明 不 可 能 有 A<0， 所 以 4A=0。 
12， 设 f0o 在 [aro) 上 可 导 ， 且 | Foodw 年 | foowx 都 收 伊 ， 证 明 
lim CoO=0。 
证 1， 10w=j do0= im fo0- fo)， 
由 六 六 oO 的 收敛 性 ,可 知 lim fo 存在 且 有 限 ， 再 利用 第 11 题 的 结 


lim F(x)=0o 
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习 题 8.2 反 音 积分 的 收敛 判别 法 


1 WU) 证 明 比 较 判 别 法 〈 定 理 8.2.2) ; 
O) 举例 说 明 ， 当 比较 判别 法 的 极限 形式 中 1= 0 或 +w 时 ， 
三"codux 和 | Foow 的 敛 散 性 可 以 产生 各 种 不 同 的 的 情况 。 
解 〈]) 定 理 8. 2. 2( 比 较 判 别 法 ) ” 设 在 [+ om) 上 恒 有 0 < 放 oo <Kp(o， 
其 中 K 是 正常 数 。 则 
当 太 goCOd 收 敛 时 六 Foodx 也 收敛 ; 
当 | 1Coix 发散 时 fwCOdx 也 发 散 。 
证 当 六 CoOdx 收敛 时 ， 应 用 反常 积分 的 Cauchy 收敛 原理 ， 


ve>0，3aho>a，v44>A4 :| 人 opCOdx 


G 
< 二 的 

天 
于 是 


过 
么 必 天 DOD(X)dx 


[NO 二 
所 以 三 foodx 也 收敛 ; 


当 | ”foodx 发 散 时 ， 应 用 反常 积分 的 Cauchy 收敛 原理 ， 


ae >0，vA>a，344>A : [NO > Ke。 


总 
基 OD(X)dx| 之 之 E0， 


的 去 FoOdx 


所 以 fpCOdx 也 发 散 。 
(2) 设 在 [rw +e) 上 有 foo>oopc>0， 且 1lim 2 =0。 则 当 太 ”fooOax 
x 一 +oo OO(X 


发 散 时 ， 旋 p(C0Jdx 也 发 散 ;但 当 [ fodx 收 敛 时 ， 隔 p(COdx 可 能 收 敛 ， 
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例如 三 5 p00= -<p<)， 则 Jim 区 =0。 显然 有 
X -to OCX) 


册 三 (x)dx 收敛 ， 而 对 于 用 O(X)dx ， 则 当 1< D<2 时 收敛 ， 当 0< 疡 私 1 时 
发 散 。 


设 在 [a+coj 上 有 太 (x)>0,D(x)>0 ， 且 lim 1 =+o 。 则 当 


人 三 (x)dax 收敛 时 ， | 全 DCX)dx 也 收敛 ; 但 当 雹 太 (x)dax 发 散 时 ， | D(X)dx 
可 能 发 散 ， 也 可 能 收敛 。 


例如 三 (x) = p00= 二 > 悦 ， 则 lim = +oo。 显 然 有 


- 业 

忆 民 

三 FoOax 发 散 ， 而 对 于 [三 pCOa ， 则 当 5 < px<1l 时 发 散 ， 当 p>1 时 收 
2.， 证 明 Cauchy 判别 法 及 其 极限 形式 〈 定 理 8. 2. 3)。 

证 定理 8. 2.3(GCauchy 判别 法 ) 设 在 [ra + m) < (0,+o) 上 恒 有 FCO> 0， 


人) 若 f0Os< 二 ， 且 p>1， 则 | foodwx 收 敛 ; 
CO) 若 f0O> 二 ， 且 ps<1， 则 [ 矿 fcoax 发散。 
推论 〈GQauchy 判别 法 的 极限 形式 ) 设 在 ru+e) <(0+o) 上 恒 有 
fo0>0， 且 
lim xfCoO= 1 
则 
d) 若 0<1<+o， 且 p>1， 则 | Foodx 收 敛 ; 
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CO2) 和 若 0<1<+o， 且 px<1， 则 | ”Foodx 发 散 。 


证 直接 应 用 定理 8. 2.2《〈 比 较 判 别 法 ) 及 其 推论 〈 比 较 判 别 法 的 极 


限 形式 )， 将 画 数 wo 取 为 一 。 
3， 讨论 下 列 非 负 画 数 反常 积分 的 敛 散人 性 : 


d 全 工 


1 wxa-e-2x+Inx+l 


+o arctan X 


ax ; (2) 1 + X3 


dx ; 


+o  X94 


的 


G 由 工 


ss 
" 1+Xx|sinx| ” 


解 (1) 当 x 一 +oo 时， 


工 工 


一 


本 3 
X3 -e+lnx+1i 卫 
X 


所 以 积分 [ 太 dx 收敛 。 


Vx3 一 ex+lnx+l 
(2) 当 x -> +oo 时 ， 


arctanX 、， 元 


1+X3 2xX3 
所 以 积分 六 ceanx dx 收敛 。 
1 1+X 
(3) 因为 当 x>0 时 有 


1 1 
之 
1+Xsin x| 1+X 


而 积分 三 -ax 发散 ， 所 以 积分 三 二 dx 发 散 。 


1 十 " 1+X|Ssnx| 


(4) 当 x -> +oo 时 ， 
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所 以 在 p-q>1 时 ， 积 分 [过 一 必 收 敛 ， 在 其 余 情况 下 积分 
太一 dx 发 散 。 
4， 证 明 :对 非 负 画 数 foo0，(Cpv | FCoOd 收 敛 与 | PCoOdx 收 敛 是 等 
价 的 。 
证 显然 ,由 [Food 收敛 可 推出 (cpv [Fooda 收 代 ， 现 证 明 当 
fFCO>0 时 可 由 (cpv | FCoOdax 收 敛 推 出 [Fooax 收敛 。 

由 于 (cpv [FoOdax 收敛 ， 可 知 极限 

和 

存在 而 且 有 限 ， 由 Cauchy 收敛 原理 ， 


VEe>0，34>0，Vv4AA4A>A :|F(IO-FCA)]|<e， 


于 是 v4A,4>A4A 与 VB,B> A， 成 立 
[fooadlsIEOO-EFCQAJ]l<s 年 |[FCoOax 
这 说 明 积分 三 foodx 年 | fo 都 收敛 ， 所 以 积分 六 Goodx 收敛 。 


5. 讨论 下 列 反 帝 积分 的 敛 散 性 《包括 绝 对 收 人 银 、 条 件 收 全 和 发 散 ， 


< 人 |F(B)-F(B'J]|< 2， 


d 下 (2) | (peR+) ， 
”和 nx 3 

G) 三 血 xarctanxdxe (peRr) ; ( 作 站 sinoaax; 
1 XP ， 
网 全 sinxdx 《pa0o0 和 q090 分 别 是 mn 和 mn 次 多 项 式 ， 


(5) 
q, (00 在 xs[a+o) 范 围 无 雾 点 。) 


解 〈1) 因为 FLA = sinxdx 有 界 ， 在 [Ha) 单调 ， 且 lim Eee 
DX 


x->+o nx 
由 Dirichlet 判别 法 ， 积 分 | 史 由 0 
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由 于 是 > 是 sin“ x 宝 了 XI_cos2x ， 而 积分 
nx DX nxX 
[加 了 ax 发散，[jcos2xdx 收敛 ， 所 以 积分 六 mxsinxlax 发 
2 | Inx 2 | Inx 人 


散 ， 即 积分 | 可 六 ~sinxdx 条 件 收 敛 。 


2 


CD) 当 p>1 时 ， 本 于 < 二， 而 庆 吉 屎 收敛 ， 所 以 当 p>1 时 积分 


六 2 和 绝对 收敛 
当 0o< ps1l 时 ， 因 为 F(O=sinxdx 有 界 ， 二 在 Hto) 单 调 ， 且 
XX 


lim 一 =0, 由 Dirichlet 判别 法 , 积分 分 | 


X 一 >+oo X 


收敛 碍 因为 当 0< ps<1 


1 


1 


时 积分 三 [axldx 发 散 ， 所 以 当 0<ps1 时 积分 /Sa 民 dx 条 件 收敛 。 


(3) 让 矿 而 大 二 wx 收敛 ， 所 以 当 p >1 时 
X 2X2 1 x2 


积分 三 mxarceanxdx 绝 对 收敛 
X 


1 


当 0<p<1 时 ， 因 为 FL =1*sinxdx 有 界 ， 2 在 Qto) 单 调 ， 反 
X 


lim acanx =0， 由 Dirichlet 判别 法 ， 积 分 [| 产 于 <arcanxd 收 敛 ; 但 因 
X 


X->+oo 。 XP 工 


为 当 0<p<1 时 积分 大 kinjdx 发散 ， 所 以 当 0< p<1 时 积分 
X 


由 


1 


卫 Sln X DC X dy 条 件 收 敛 。 
X 


sin(x“)dx = 1 一 ， 由 于 后 条 件 收 敛 ， 可 知 


(4) 全 (=x2， 孜 


0 


积分 | 


Sin(X2)dx 条 件 收 敛 。 


0 
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2 Dooo9 jin， 


(5) 当 n>m+1 且 x 充 分 大 时 ， 有 | 一 用 可 知 当 n>m+1 时 


积 他 | Pn (0) 加 一 -sinxdx 绝 对 收敛。 
qh (XI) 


当 n=m+l 时 ， 因 为 F( = sinxdx 有 界 ， 且 当 x 充 分 大 时 ， | 


单调 且 lim 妃 一 一 Pm ， 由 Dirichlet 判别 法 可 知 | sn xdx 收 敛 ; 但 
dh， X 


x+to qn(X) 


Pm(X) Sin X 


由 于 当 x_ + 时， 钾 提 一人， 易 知 [| 人 
qn(xX)  x ”| 9n(09 


刀 


dx 发散， 所 以 当 


n=mt1 时 ， 积 分 三 2 人 sad 条 件 收敛。 


当 n<m+1i 时 ， 由 lim 如 o -4A，A 为 非 雾 澡 数 、+u 或 ~， 易 知 


x+too qn(X) 


积分 六 汪 ) Sin xdx 发 艇 。 


6 设 fo 在 [ra 日 只 有 一 个 奇 点 x=b， 证 明定 理 8.2. 3 和 定理 
8.2.5'。 

定理 8. 2. 3 (Cauchy 判别 法 ) ” 设 在 ra, 记 上 恒 有 foo>0， 若 当 x 属 
于 的 某 个 左 邻 域 b -mw 忆 时 ， 存 在 正常 数 K， 使 得 


() 1 且 P<1， 则 六 Fooaw 收 敛 ; 
CO) 二 且 p>1， 则 上 foax 发散。 


证 〈l 当 p<1 时 ， 积分 人 由 反 第 积分 的 Cauchy 收 


你 原理 ， 
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VsE>0，30>0，V711,71e(0,0) . 


出 E 
生生 X) 天 


-天 
下 - | 


,7 7COdads <=， 所 以 |Fooax 收 敛 。 


(2) 当 p>1 时 ， 积 分 分 1 认 发 散 由 反 铝 积分 的 Cauchy 收敛 原 


理 ， 
3su>0，V6>0，3z,me(0,5) : 人 | 
ee 总 读 JP | 天 
了 CO 思 > 几 7 叫 >so， 所 以 六 Foodx 发 散 。 


推论 〈Cauchy 判别 法 的 极限 形式 ) 设 在 ro, 书 上 恒 有 fooO>0， 且 
limb- ?7oO=1， 
则 
d) 若 os1<+to， 且 p<1， 则 六 Foodx 收 敛 ; 
CO) 若 o<1<s+to， 且 p>1， 则 凡 Fooadx 发散。 
证 〈1l 由 limb-o0?fo0=1 (p<1L0sl<to)， 可 知 


1 十 | 
癌 一 X)7 


》 


36>0，Vxe(-oD) : Cr 
再 应 用 定理 8.2. 3' 的 (1)。 
C2) 由 lm-ozfo0=1 (p>10<1<+to)， 可 知 


36>0，vxs-5D : 5 


再 应 用 定理 8.2. 3' 的 (2)。 
定理 8.2.5' 若 下 列 两 个 条 件 之 一 满足 ， 则 FoooCoOax 收 敛 : 
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(GD (Abel 判别 法 ) “六 Fooax 收 敛 ，90o 在 [a 六 上 单调 有 界 ; 
CO2) (Dirichlet 判别 法 ) FoD) = | ”foo 在 (.p-aj 上 有 界 ，900 在 
[a 已 上 单调 且 lim gCO=0。 
证 (1) 设 |goEG， 因 为 | fcow 收 敛 ， 由 Cauchy 收敛 原理 ， 
ve>0，36>0，vVAAe(-5D : [2 


由 积分 第 二 中 值 定理 ， 


G 
< 一 一 o 
2C 


芯 | 三 (x)dax 


十 c[ 三 (x)dx 


在 

< 一 十 一 Co 

2 2 
<2M。 因 为 

ro 由 积分 第 


C) 设 |F(ODKEM， 于 是 vAA seb， 有 | Foodx 


limg(0O=0，Ve>0，39>0，vxsb-9D， 有 |9Co| < 


二 中 值 定 理 ， 


<2M|Ig(CAIH2M19g(CAI< 二 5 三 六 


所 以 无 论 哪 个 判别 法 条 件 满 足 ， 由 Cauchy 收敛 原理 ， 都 有 
三 foogcodx 收 敛 的 结论 。 
7， 讨论 下 列 非 负 本 数 反 负 积分 的 敛 散 性 : 


1 1 lnx 


， \ | 一 一 dx ; 
( RE ， (2 X2 一 1 
() 用 dx 作 上 一 a; 
COS- XSID- X XP 
(5) Imxlr dx; (9 | xd- oadx ; 


(Z) [zeG-9 [mxlax ， 


解 《1) 和 二 三 - (x 一 二 )， 
X“ (1 一 X) 本 X“ (1 一 X) 训 
X 
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所 以 积分 | dx 收敛 。 


RE 


时 且 对 任意 0 < 5 <1， Jim 2 0， 即 当 x>0 
+ X2 Ca 


ln x 


充分 小 时 ， 有 上 
X = 


< 二 ， 所 以 积分 几 -2 人 过 必 收敛 。 


人 站 国庆 二 全 生生 信 全 
coS“  Xsin2XxX  X? cOS“ Xsin“ X ( 乏 _x? 2 
2 
所 以 积分 六 一 -一 一 一 必 发 散 。 


0 CoOS2 XSin2? 


(4) 因为 二 co 一 一 0D， 所 以 当 p<3 时 积分 太一 So ax 收 
X 2XP 六 


你 ， 当 p>3 时 积分 太一 sdx 发 散 。 
(5) 首先 对 任意 意 的 0<5<1 年 任意 的 p, 有 lm[x Inxlo=0, 即 当 x>0 


充分 小 时 , 有 Imx|? < ; 且 器 直 一 李 (% 一 1-)。 所 以 当 p > -1 时 ， 
X 


积分 mx ix 收敛 ， 当 p<-1 时 ， 积 分 1 Imxlj> dx 发 散 。 


0 


(6) _ xp-x91 一 二 (X 一 0+)， xp -Ma 


| 


以 在 p>0qg>0 时 积分 | xd- xzdx 收敛 ， 在 其 余 情况 下 积分 
| xc-x)oadx 发 散 。 


(7) _ xp-x21|nx| 一 (x 1-)， 且 


1 
性 9、 


lim[x (xzd_samnxD=0， 即 当 x>0 充 分 小 时 ， 有 


X 一 0 十 


xd-aellmx< 一， 所 以 当 p> 0,g> -1 时 积分 分 人 xpP -nxldx 
1 上 


X 2 


收 介 ， 在 其 余 情况 下 积分 | xd4- mnxldx 发 散 。 
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8 讨论 下 列 反 名 积分 


1 XP- 一 X9- 


ln x 
(3) 售 加 。 
XP 
Zr/2 \/ tan X . 
(5) 直 
0 产 一 dx; 
XP 十 X9 


的 敛 散 性 : 


dx ( p,qsR+); 


) 从 TD)2(x 一 布 “ 


X， 


+o arCctan X 


\ 。 
(4 人 四 dx ; 
( [orerdx 


工 


XPlnqd x 


(8 | 


可 X9- 


P-L 一 X9q-1 工 PP 1 X9- 1 XP- 
下 dx=[ d 人 
解 (1) | 一 5 放 


当 p>0， 


x ~>1- 时 ， 


4>0 时 积分 腿 写 一 一 由 与 积分 有 所 


x 吕 -xc-D5- 直 Ke-D 呈 -ocx-D 


一 显然 收敛 ， 


且 妆 


二 忆 一 4， 


In x 


In(L+(x-DTD) x-1 


> 全 


工 


《2) 


+oo 


十 dx 
jx(x-D2Cx-2) 
因为 


交 _ix 不 是 反常 积分 ， 所 以 积分 骨 < 一 因 收 敛 。 


ln x 


工 


1 
引 x(x 一 DT“(x 一 人 


工 
引 x(x-DzCx- 2) 


一 


所 以 积分 岂 


和 者 > 0 十 ) ， 


" 引 x(x-D2(x- 时 


2 (x > ] 一 ) ， 
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， = dx + 六 d 
0 人 TD“*(x-2) 和 


因为 


1 1 
一 一 (x 一 1+) ， 
引 x(x-Dz(x-92) 有 
1 1 1 
2 , T (x 一 2 一 ) ， 


xD 2 


所 以 积分 六 -= dx 收敛 ; 
xx -DTD“*(x-2) 


因为 
工 工 
一 和 人 僵 - 王 . (x 一 2+) ， 
ix(x-Dz(x-2) 2 人 
工 


1 
(x 一 +oo) ， 


引 x(x-TD“(x 一 2) 


所 以 积分 关 2 dx 收敛 。 
xx -TD“*(x-2) 


由 此 可 知 积分 分 信 CE 林 必 收 钱 。 


+o ln(+X) 1ln(L+X) +oln(L+X) 


由 ZE 鸭 一 一 (x 一 0D， 可知 当 p<2 时 ， 积 分 站 Et+ 习 wx 收 敛 ， 
X X 


XP 


当 p>2 时 ， 积 分 六 2 思 dx 发 散 


和 人 
当 p>1 时 ， 中 | 2 | 即 当 x>0 充 分 大 时 ， 有 
X 一 > 十 oo| X 


< ， 其 中 汪 开 >1， 可 知 当 p>1 时 ， 积 分 三 220 w 收 


3D-1 ， An 
XP 2P 一 
X 2 


人 > LTL 1 工 。 
敛 ， 当 ps1 时 ， 积 分 三 2 思 wx 发 散 ; 
X 
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综 上 所 述 ， 当 1< p< 2 时， 积分 三思 天 收敛 ， 在 其 余 情况 下 
X 


+oln(1 、 
积分 六 2G+ 六 央 发 散 。 
0 XP 


dx 


dx +| 
X X X 


+o arctan X 1arctan X +oo arCtan X 
(4) | 忆 dx = | 


ft 1 YL 人 > e 
由 一 一 CX0H ,可知 当 p<2 时 积分 三 王 ex dx 收敛 ; 


XP XP- X 


ft \VL Oo0 人 > 
由 ae - 瑟 0 ta， 可 知 当 p>1 时 积分 太 下 Ex dx 收 全。 
X X X 


所 以 当 1<p<2 时 积分 | “cenxdx 收 伍 ， 在 其 余 情 况 下 积分 
0 这 


人 C X 和 发 散 。 
A\ 儿 t A\ 儿 t A\ 儿 t 
(5) 外 人 dx = | dx + 六 一 dx。 
0 XP 0 XP F/4 。 XP 


关 人 0 可 知 当 p< 了 时 积分 太 “Y2 一 必 收 敛 ， 
X 万- 一 X 


X 2 


AI ， rr/4 A/ tan X 、 机 
当 忆 > 了 时 积分 人 “一 一 x 发 散 》 
XX 


由 > 一 一 一 C 二 )， 可 知 积分 六 Ye 芝 dx 收 伍 。 
XX 


吉 所 =， 
所 以 当 p < 了 时 积分 太一 必 收敛 ， 当 p> 时 积分 
X 
[YY 央 发 散 。 
X 


(6) | ex dx = | e dx 十 二 edxo 


由 于 积分 xeae dx 收敛 ， 及 xpPe 一 (x->0+) ， 所 以 当 


XI P 


P>0 时 积分 | xc ex dx 收敛 ， 当 P<0 时 积分 | xo ex dx 发 散 。 
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4 克基 


公 = [ | 
XP 十 X9 0xPT+X9 1 XP+X9 


当 p=q 时 ， 显 然 积 分 | 
当 pz 上 dg 时 ， 由 于 


1 1 1 1 
僵 -一 一 一 (xX 一 0+)， 一 一 一 一 (x 一 +oo)， 
XP 十 X9 Xin(P,q) XP 十 X9 XIax(P;9) 


XP 十 X 


所 以 当 min(p,9)<1， 且 max(p,9) >1 时 积分 | 一 二 必 收 敛 ， 其 余 情况 
下 积分 [三 dx 发散 。 
XP 十 X94 


(8) 设 p>1， 则 对 任意 的 9， 当 x 充 分 大 时 ， 有 -< 一 5 ， 因 为 


1， 可 知 积分 广 一 必 收敛。 


设 p<1， 则 对 任意 的 。， 当 x 充 分 大 时 ， 有 - 二 因为 


dx 发散。 


可 知 积分 [一 
2 也 


XInix 


if= 扣 ， 由 此 可 知 当 p>1 或 


设 p =1， 全 Inx=t， 则 | 1 


XPlnqd x 


喇 ， 林 4 总 ,可 
p=19>1 时 积分 矿 - 荆 居 收 敛 ， 在 其 余 情况 下 积分 | w 
X In X 


2 2 xplnqx 
发 散 。 
9 讨论 下 列 反 和 名 积 分 的 敛 散 性 : 


+o X9 Sin X 


+o XP- 

0 太 二 二 ar; DO 人 dx (p>0); 
HoesnxcosX ，， +oesnxsin2x ，. 

G) 人 人 ， 岂 | 0 ， 
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x (PP>0) 
解 (1) 作 XP-L 二 x = XP- dx 号 XP- 成 
0 1 二 X 2 加 01+X2 1 1 十 X” 
工 XP 1 \[Z 
四 证 品 、 
由 生 - 人 可 知 当 0o < p<2 时 


积分 [过 一 必 收 敛 ， 在 其 余 情况 下 积分 广 一 一 dx 发 散 。 


@) 当 9<p-1 时 ， 由 交 Eox| < ， 可 知 积分 广 半 2 攻 tx 绝 对 收 
XX 


1 
XP 4 


当 DP-1<dq< 时 ， 因为 FCA = sin xdx 有 界 ， 当 x 充 分 


调 减 少 ， 且 Jim 


一 +oo ] 十 十 XP 1 


=0, 由 Dirichlet 判别 法 ， 积 分 RN ; 


但 因为 积分 产生 nd 发 散 ， 所 以 当 p-1<q<p 时 积分 三 5“ 必 条 


件 收敛 。 


当 9>p 时 ， 由 于 n 一 “时 六” 半 2<dx 不 趋 于 雳 ， 可 知 积分 


+oo Xd 
| X 人 发 散 。 


1 工 +XP 


Sin X Sin X 
(3) 站 -dx = 三 Se 人 全 COS X 


Sin X 


由 全 es 人 二 (0D， 可 知 当 p<1 时 积分 有 Sea 收敛， 


XP 


0 


在 其 余 情况 下 积分 [一 一 “dx 发 散 。 
XX 


当 p<1 时 ， 易 知 积分 [ecosx| -dx 发 散 ; 当 p<0 时 ， 易 知 积分 
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人 发 散 。 


XP 


当 0<p<1 时 ， 因 为 


人 A 它 
下 esn* Cos Xdx 


<e-1， 二 单调 减少 ， 且 
X 


全 0， 由 了 Dirichlet 判别 法 ; 可 知 积分 | 人 cosx cosx dx 收敛 。 


X 一 > 二 oO X 卫 


综 上 所 述 ， 当 0o<p<1 时 ， 积 分 太一 一 x 条 件 收敛 ， 在 其 余 


， X 


Sin X 
情况 下 积分 [有 -cosx dx 发散 。 


X 


+oesnx sin 2X 1esnx sin 2X +o esnx sin 2X 
(4) 人 -一 一 = 一 一 dx +| 一 dx。 
XP XP 


。 2 7 SR SinX _ 7 
由 上 “一 到 (x 一 0+) ， 可 知 当 D<2 时 积分 太一 一 全 dx 收 
X X X 


六 SinXx 。， 2 
敛 ， 在 其 余 情况 下 积分 三 盖 全 凡 发 散 。 


2 X 


1 


当 1<p<2 时 ， 显 然 积 4 分 六 和 “lsm2xlax 收 伍 ; 当 p<1 时 ， 易 知 
XX 


Sin X 


OO in 2 ， ee。 ANYVT wesinx sj 2 忆 
积分 [>* sn2x dx 发 散 ; 当 p<0 时 ， 易 知 积分 [一品 拉 dx 发散。 
X X 


1 


当 0 < p<1 时 ， 因 为 | sn2xdx=0， 可 知 | sin 2xdxl 有 界 ， 
且 二 单调 减少 ，lim 二 =0， 由 Dirichlet 判别 法 ， 可 知 积分 
X 一 >+o0 X 


Sin X 


人 dx 收敛 。 


2 X 


综 上 所 述 ， 当 1< p<2 时 积分 [和 ”和 2x -全 dx 绝对 收敛 ， 当 0< psl 


时 积分 六 人 一 s5 扩 dx 条 件 收 银 ， 在 其 余 情况 下 积分 三 全 sxdx 发 


X 0 XP 
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于 是 可 知 当 pP<1 时 积分 分 -reos 二 -绝对 收敛 ; 当 1<p<3 时 积分 


下 cos 二 中 条 件 收 敛 ， 当 p>3 时 积分 


工 
Sin| X 十 一 
XP 


) -reos 瑟 发 艇 。 


(6) 当 pP>1 时 ， 因 为 


; 辣 工 元 
国 忆 X 十 RS 
当 0<ps1l 时 ， 因 为 ”有 一 ax > 一 二 3， 而 级 数 
T 十 一 XP 
3 mn 和 十 区 


san， 十 | 
一 发散 ， 所 以 积分 三 dx 发 散 ; 又 因为 
nz 


1 
Sin(x 十 二 ) sin 二 CosxX+cos 二 Sin x sin 二 

十 oD 
[ie 二 [ie 注意 到 当 x 充 分 大 了 时， 一: 
XP XP XP 


7 1 
SID| X 十 一 
与 一 宕 都 是 单调 减少 的 ， 由 Dirichlet 判别 法 可 知 积分 六 


1 X 


2 
SID| X 十 一 
收 但 ， 所 以 积分 三 dx 条 件 收敛 


0 


10. 证 明 反 常 积 分 | xsinx4sin xdx! 收 伍 
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证 对 任意 > A>A， 由 分 音 积分 法 ， 


A' ， A"SinX 

| ,xsinx sinxdx= 一 | d(cosx?4) 
A 4 4X2 

X 
4 4 4 。， 
Sin XCOSX A' COSX COSX A'" COSX Sin X 
司 | 呈 2 机 | A 2 dx | A 3 dx。 
4X 区 4Xx 2X 


显然 , 当 A~> + 时 ， 等 式 右 端的 三 项 都 趋 于 雾 , 由 Cauchy 收敛 原理 ， 
可 知 反常 积分 [xsinx4sinxdx 收 敛 。 

11. 设 foo 单 调 ， 且 当 x -> 0o+ 时 foo~>+o， 证 明 : 1 Fooax 收敛 的 
必要 条 件 是 lim xfCO=0。 


证 首先 由 fo 的 单调 性 ， 对 于 充分 小 的 0o<x<1， 有 


0< 了 100< 六 fod。 
2 


6 


由 Cauchy 收 义 原理 ， tm | “F(Ddt=0， 于 是 得 至 
2 


lim xf (x)=0o 
12. 设 矿 foow 收 敛 ， 且 x(Co 在 [a+e) 上 单调 减少 ， 证 明 : 


lim x(nx)F(x)=0o 


证 ”首先 容易 知道 当 x 一 +o 时 ，xfr(oo) 单 调 减 少 趋 于 0， 于 是 有 
xfoo>0， 且 
0<5xnOfO<[fO dt= 人 FDdt。 
然后 由 Cauchy 收敛 原理 ， Jim [fod =0， 于 是 得 到 
lim xdnxfCoO=0。 
13. 设 fo 单调 下 降 ， 且 lim foO=0, 证 明 : 若 六 oo 在 [0+z) 上 连续 ， 


则 反 名 积分 | 三 (x)sin2 x dx 收敛 。 
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证 ”首先 由 分 部 积分 法 ， 


全 户 (COsin? xdx = | 


十 oo 
0 


由 于 F(CA4) = | sin2xdx 有 界 ， foo 单调 下 降 ， 且 lim CoO=0， 由 
Dirichlet 判别 法 ， 可 知 积分 [六 ” foosin2xdx 收 敛 ， 从 而 积分 
[PCosinzxdx 收 敛 。 

14. 设 | oodw 绝 对 收敛 ， 且 lim fo0=0， 证 明 | ”PCOdx 收敛 。 
证 首先 由 lim foo0=0, 可 知 34>a, Yx>A, 有 |fCol<l, 即 当 x>A 时 ， 
成 立 户 CO <|fGol。 因 为 积分 厂 foodx 绝 对 收敛 ， 于 是 由 比较 判别 法 ， 
积分 |” 户 (oOdx 收敛 。 

15， 若 f 户 COdx 收 代 ， 则 称 foo 在 [a+o) 上 平方 可 积 〈 类 似 可 定义 

无 界 范 数 在 [ro 局 上 平方 可 积 的 概念 )。 

对 两 种 反 冲 积分 分 别 探讨 fo 平方 可 积 导 fo 的 反 营 积分 收 
敛 之 间 的 关系 ; 
CO) 对 无 穷 区 间 的 反 和 营 积 分 ， 举 例 说 明 ， 平 方 可 积 与 绝对 收敛 互 


sin” xdf(x) =-  FCOOsin2xdx。 


(3) 对 无 界 本 数 的 反常 积分 ， 证 明 : 平方 可 积 必定 绝对 收 勾 ， 但 
逆 命 题 不 成 芯 。 
解 〈1) [Foodwx 收 敛 不 能 保证 | 户 CoOa 收 人 么 ， 例 如 : 10- 
则 和 太 FCooax 收 伊 ， 但 三 天 Codax 发 艇 ; 
| 户 CoOax 收敛 不 能 保证 三 foOw 收 代 ， 例 如 : 1(O =， 则 
三 户 COax 收 仇 ， 但 [7 foOax 发散 。 
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(2) 广 户 COd 收敛 不 能 保证 六 COdx 绝 对 收敛 ， 例 如 : fCO = 于 、， 
则 往 户 COdw 收 代 ， 但 三 Fodx 不 是 绝对 收敛 的 ; 
[三 Fo0x 绝 对 收敛 不 能 保证 六 产 c0i 收 敛 ， 例 如 : 


FoO= 人 1 xs Unn+ 刷 ， 则 六 fooOdax 绝 对 收敛 , 但 三 户 COdx 发 散 。 
0 ”其 他 


《3) 由 |fgools 50+ 户 C0]， 可 知 | 请 COdx 收 敛 保证 | fcodx 绝 对 收敛 ; 
但 |*foo0ax 绝 对 收敛 不 能 保证 关 靖 Ci 收敛， 例如 : foo= 则 


三 FoOi 绝 对 收 公 ， 但 | 产 COdx 发 散 。 
16.， 证 明 反 和 常 积 分 


| Sin X 


当 p< 也 时 发 散 ， 当 < ps<1 时 条 件 收敛， 当 p>1 时 绝对 收敛 。 


Sin X 


证 当 p>1 时 ， 对 充分 大 的 x， 有 


由 于 积分 矿 生 几 


XP +Sin xX 


收 仇 ， 可 知 积分 上 二 3 - 必 绝 对 收敛 。 
当 0< p<1 时 ， 四 


Sin X Sin X sin2 xX 


一 2 
x+Ssinx  x2 XI(x2+sinx) 


这 时 积分 三 sxax 收敛 ; 积分 三 -sx 和 x 当 二 <ps1 时 收敛 ， 
X 


XZ(x2 +Ssin x) 


当 0< ps 发散 。 
日 nz+ 一 | SinX 呈 和 . 1 因为 多 
5 本 由 于 j XF 十 Sin X 和 2V2 (n+DPzp+T 四 为 级 
类 以 积分 sin xX 0 
数 之 本 发 衣 ， 所 以 积分 [ 王 x 发 散 。 
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综 上 所 述 , 当 寺 < ps1 时 ,积分 三 <amx dx 条 件 收 伊 当 0<ps+ 


+o SinxX 
时 ， 积 分 三 一 -一 一 dx 发散 。 


1 XpP+SinxX 


当 ps0 时 ， 因 为 有 J“ 3 sx dy| smxdx> Ar， 由 


2nz+7 XL 十 Sin X 2 


Cauchy 收敛 原理 ， 鸯 地 候 全 人 2 下 发 散 。 
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第 九 章 ” 数 项 级 效 


习 题 9.1 数 项 级 效 的 收敛 性 
1. 讨论 下 列 级 数 的 收敛 性 。 收 敛 的 话 ， 试 求 出 级 数 之 和 。 


\ 所 20 . 
() 这 (2) 2 

\、 辫 1 . \ 辫 (1 11， 
8 2 4 到 二 

oo 了 呈 oo 957 十 4241 . 
(9) (6) 32 
0 > 的 > 二; 


(9) >》 qd" cosng (|ql<1). 
mn=0 


人 工 1 (1 工 工 工 工 工 一 八 
0 -Ji 所 以 


1 一 >o0 


(2) 因为 lm xm = : 0， 所 以 级 数 发 散 。 


(3) 5 -六 1 - 2 下 1 j] -了 于 1 ，， 下 


所 所 EN 夯 ， 了 名 [RE 必 风 AD 2 TYT2 


ET 玫 
4 


所 以 


九 一 >o0 


《5) 因为 limx =1z* 上 0， 所 以 级 数 发 散 。 


1 
5 


(6) n5c+4c 1 站 和 卓 16 日 所 以 
2 人 
9 


1 
20 


(7) S$, =yVn+2-wVn+l-V2+1， 所 以 


S=limS, =-V2+1。 


刀 一 >o0 


n 2K 一 工 


站 刀 二 7 一 1 攻 区 
(8) 设 5 = 立 侠 ， 则 as, = 立 二 L - 仿 笃 +T， 两 式 相 减 ， 得 到 
K=1 


K 开 K 
K=1 k=0 3 


m 一 1 
1 
0 站 2n -1 
25S,，=I1+ >》， 二 一 + 一. 1 有 
k=13 3 3 1_ 工 3 
3 
所 以 
S=limns, =1， 
九 一 >o0 
岂 i 1 一 eti0 1 人 
(9) 史 were -于 外 ， 则 geki， 得 到 
K=0 


名 有 
yqnenl = lim yqcer4 之 
Pn=0 


nm 一 oo -0 1] 一 de 
利用 Euler 公式 e2& =cosg+ising， 对 上 式 两 边 取 实 部 ， 得 到 


> qd” COSPO 六 
n=0 1--2qcosO+d 


2， 确 定 x 的 范围 ， 使 下 列 级 数 收敛 。 


忆 > 二 PX 。 
( ? (2) 2e ? 
(3) yx"d-a. 
解 (1) 由 -1< 二 -<1 解 得 xs(Cz0UC+)。 


(2) 由 ex <1 解 得 xs(-oo,0)。 


(3) 当 x=1 时 显然 级 数 收敛 ; 当 xz*1 时 yx"d-O=d-oO>x， 收 敛 
nm=1 m=| 


范围 是 xs(-10 ; 所 以 当 xs(-1 时 级 数 收 敛 。 
3.， 求 八进制 无 限 循环 小 数 (36. 0736073607 … )s 的 值 。 
解 (36.0736073607 .. )8 


4m+2 4n+3 4mn+4 
外 1 1 1 478 
日 目 + 2 


4 设 x = | 2d- "dx， 求 级 数 六 x 的 和 。 


1 亚 1 
解 XXX， 一 1 一 X "dx = an 1 一 X “二 一 十 
| ) 上 4 ) n+L Pn+2 mn+3? 

于 是 

站 1 1I 1 1 

六 让 0 二 二 二 二 二 小 》 

/ 忆 2 3 n+2 n+3 

所 以 


5. 设 抛 物 线 / :yn 和 yotDx+ 一 的 交点 的 横 坐 标 
的 绝对 值 为 (n -12…)。 

() 求 抛物 线 1 与 所 围 成 的 平面 图 形 的 面积 $ ; 

(2) 求 级 数 > 的 和 。 


m=| 刀 


解 (1) 容易 求 出 抛物 线 1，: y -mx2 + 和 二 y=O+D+ 一 的 


交点 的 横 坐 标的 绝对 值 为 w = 一 二， 于 是 


/mn + 了 
a 1 1 4 了 
S =2f nx2+ 二 |-| +Dx2+ 一 |lax= 一 a3 
的 站。 | +] [ 人 二 | “3 
oo- 的 才 : 2 寺 迎 1 4 
了 过 下 QQ 过 三 o 
人 包 3 之 3 


习 题 9.2 上 极限 与 下 极限 
1. 求 下 列 数列 的 上 极限 年 下 极限 


2n 大 。 nm +l 。 
宕 9 三 几 十 
(1) x， 记 cos (2) x =Pn+(-1) 
(3)x，=-Pn[(-1) +2] (4) x，= Sn+1l an 


mn(n-J) 


(5)x，=2(1D”+3CD  。 


解 (1) TFT lm xn -cos 开 。 


一 >oo 让 光 砚 5 


(2) limx =+o，limx =0。 


刀 一 >o0 P 一 >oo 


(3) lim x,，= -oo ， Lim x,， = -ooo 


1 一 >00 P 一 >oo 


0 二 下 
厂 一 >OO Poo 


(5) limx, =5，limx,=-5。 
> 7 一 >oo 

2. 证 明 : 
全 上 可 climx ， C > 0， 
由 右 CxzJ)= 各， (2) lim(cx)= iT 


一 >00 


证 ” 仅 对 {x } 是 有 界 数列 给 出 证 明 。 
(1) 设 lim x， =7, 则 对 任意 给 定 的 s >0, 存在 正 整 数 N， 使 得 x， >711 一 


厂 一 >o0 


对 一 切 n> 成 立 ， 且 fl} 中 有 无 穷 多 项 ， 往 足 x <7+e ; 于 是 
-<-1+e 对 一 切 mn>N 成 让， 且 人 fx 9 多 项 ， 六 足 
二 是 


lim (- x,)=-7=-1lmn x,o 


一 >o0 


(2) 设 c>0， 丕 风 =<， 则 对 任意 给 定 的 s >0， 存 在 正 整数 N， 使 
得 xmw <#+ 对 一 切 n>N 成 立 ， 且 fxj 中 有 无 穷 多 项 ， 满 足 xn >s -二 
且 


于 是 cx <cc+es 对 一 切 n>N 成 立 ， 且 {fcx} 中 有 无 穷 多 项 ， 满 足 
cx >cec-e ;所 以 


lim (cx 呈 店 = clim x， o 


设 c<0， lm x ,一 7 ) 则 对 任意 给 定 的 s>0， 存在 正 整数 NW， 使 得 


om >94+E 对 一 切 m>N 成 立 ， 且 fo } 中 有 无 穷 多 项 ， 满 足 xm <7- 二 ;于 


是 cx <c7y+e 对 一 切 n>N 成 也 ， 且 {e} 中 有 无 穷 多 项 ， 满足 
cx >cec-2a ;所 以 


lim (cxw， )=c7=clm x,。 


九 一 oO 


3. 证 明 : 
(HT lm(x+y)>lm x+lm y，， 


一 >o0 一 >o0 一 >o0 


(2) 若 lim xn 存在 ， 则 


lim (x, +y，)= lim xn, 十 lam yo 


刀 ). 一 oO 一 >o0 


证 (1) 记 lim x = 广 ，lim y = 放 ， 则 对 任意 给 定 的 es>0， 存 在 正 整 


数 NW， 对 一 切 n>N， 成 立 xn > 用 一 了 ， 加 > 各 一， 即 


X 十 y > 崩 十 几 一 
于 是 


lm(Cx, 二 yy)> 用 十 刀 一 2o 


由 s 的 任意 性 ， 即 得 到 


lim(x,+y)> 太 十 P =lim x+lim yo 


一 >o0 一 >o0 刀 ) 一 o0 


(2) 知 lim x, 存在 ， 则 由 〈1)， 


lm (x, +y， )> lim +lm y ， 


且 
lim y， = lm [(xn +yn) 一 xn >1im (xn +yn) 二 lm (一 xn) 
=1lm (x, +y) 一 Lomx，， 
一 >oo 盖 > 
两 式 结合 即 得 到 
lim (x, +y，)= lim xX, 十 liam yo 


4. 证 明 : 若 lim x, =x，-o<x<0， 则 
(1) lim (xy，)= lim xlm yy， ) 


0 站 一 oo 


(2) lim(x y)= limx .limy。 


证 由 limx=x，-o<x<0， 可 知 对 任意 给 定 的 se(0<s<- 裤 ， 存 在 正 


整数 mW ， 对 一 切 n> Ni， 成 立 
X 一 2E<xXi<X+2<0o 


记 limn y = 互 ，lim y =h， 则 对 上 述 s(o<s<-o， 存 在 正 整 数 N, ， 对 


有 Pm 一 oo 


一 切 mn> N，， 成 也 
-2E<y< 万 +Eo 
取 六 =maxfN,N}， 则 当 mn> 六 时 ， 成 立 
min{(x E)( 瓦 +E),(X+E)(1+ 5)} < XiY， 芭 max{(x 一 2E)(h -es),(x+Ss)hG)》 
于 是 


lim(x y )>min{(x-e(H+e,(x+SIG+6) 


lim (x， 7 )<max{(x-e)(h 一 e,(x+E)h 一 呈 》 
由 = 的 任意 性 ， 即 得 到 


lim(x yy )>xH=limnx .lm y， 


九 一 >o0 


lim(x yy )<xh=lim x :lim yo。 
一 oo 一 >oo ER 


一 >o0 


鲁 求 


SS 二 
lim y， 员 四 | 于 .oo >lim 工 ， lim (xnyn)， 


) 一 oo 1 一 >oo 汪 的 XP 


一 一 = 小 
Jimyn 三 lim 半 .eoyo| lim 2 lim (xyn)， 


刀 o XD 站 一 >o0 


lim(x yy )< lm x lim y， 
刀 .一 oo 九 一 >o0 刀 ] 一 >oo0 
> ]i . ]i 

lim(xn yn)> lim xlim yo 


将 此 两 式 导 前 面 两 式 结 合 ， 即 得 到 


lim(x y)=lim x, lm 


九 一 oO 
姓 一 >o0 


lm (x， yy )=1lim xi lim yo 


) 一 >o0 


习 题 9.3 正 项 级 数 
1. 讨论 下 列 正 项 级 数 的 敛 散 性 : 


n=l 仆 十 工 n=l 刀 十 37 
的 作 交工 
一 ln2m 7 “ 气 m 
G (0) 2 cs 
并 尹 m=1 
V 2 (8 nm-D; 
。 站 芭 CD ， 
人 2 2 册 2 Di25H1 交 
四 me ( > 一; 
中 WtT- 人 才 信 an- 不 -率直 
(5 > mn 二; (0 之 Cnecos 门 ; 
> " Ca>o0。 


挟 (L+aL+a2)…(L+an") 


解 (1) 因为 和 oo， 由 于 立志 收敛 ， 所 以 六 -收敛 。 


之 OO oO 这 人 
(2) 因为 -所 ~ 由 ， 由 于 六 < 发散， 所 以 》 -所 发 散 。 
m ”十 3 有 mLP 十 37 


发散 。 


(3) 因为 -二 -> ， 由 于 袜 5 发 艇 ， 所 以 宙 
(4) 因为 当 n>4 有 二 < 访 ， 由 于 壮志 收敛， 所 以 六 收敛 。 


(5) 因为 吕 < 二 万 ， 由 于 立 大 收敛 ， 所 以 六 癌 收敛 


2 
(6) 1-cos 二 =2sin2 二 一 (7 一 oo)， 
P 2n 27 


由 于 祥生 ;收敛 所 以 立 | 1- os] 收 伍 . 


1 


(7) 由 于 各 庆 =1z#0， 所 以 盖 才 发散 。 
《8) 因为 当 n>3 有 


。 1 
mn -1>en -1 一 二 (mn 一 co)， 
九 
由 于 守 二 发 散 ， 所 以 六 CR-D 发散 。 
和 = m=1 


2 
(9) 设 x 3 则 


由 D'Alembert 判别 法 ， 立 艺 收 敛 。 


四 测 


六 2 


lim limgx = 


刀 一 >0O 


OO 


由 Cauchy 判别 法 ， Bo 收敛 。 


(11) 设 x =nze7"， 则 


， X 
lim 一 呈 = 二 <1， 
一 >00 XP 4 


由 D'Alembert 判别 法 ，y me 收敛 。 


(12) 设 = 生 开 ， 则 
刀 


mn=1 刀 


由 D'Alembert 判别 法 ， 六 二 下 收敛 。 


人 : 一 上 Oo， 
到 证 和 2 


由 于 -发 散 ， 所 以 六 Wm +1- -发 散 。 
(14) 2n_Vn2+1l na 1 -VD 


27n+ANVn2 +1+AVn 一 工 
2 1 


人 一 co)， 


2n+wn2+l1+wVn2 -1 n2 +\/n2 +Dn2 -1 4m 


由 于 福王 收敛 所 以 入 Cn- n+1I-W 收敛。 


mn2 十 1 2 2 
(15) ml 了 (n 一 oo)， 


由 于 立 生 收敛 ， 所 以 六 im 二 收敛。 


克 ” 
(16) -Incos 2 中 [ COS 浊 ] 外 -ol 2Ssin“ 艺 ] 到 (n 一 oo)， 
7 7 27m 2m2 


由 于 冯 王 ; 收 铺 所 以 六 (nm cos 六 ) 收敛 。 


二 
(+ad+a)…G+a”) 
Q 0<a<1 
区间 用 记 和 | 
mn->oo X) . 
0 aqa>L1 
由 DAlembert 判别 法 ， 7 (a>0) 收 敛 。 
二 (+ad+a-)…(L+a”) 


2. ns 证 明 : 
0 鸭 1 前 长 二 二 


站 一 >oo 和 n->o 了 


证 (1) 设 x = 本 ， 则 lim 全 -加 二 下 | 由 D?'Alembert 
(nD)” 7 十 工 


mn 一 "oo X 7 一 >oo 有 


判别 法 ， yx， 收敛 ， 所 以 lim 和 = lim n = 0。 
m=1 
Re (2m)l! 则 lim xnHl _ 1im (2n+TD(C2n+2) 
刀 2DnCntD) 》 no X， 2 志 22(Cnt1D) 


判别 法 ， 立 xy 收敛 ， 所 以 Jm 和 = lm 2 全 = 0 
3. 利用 Raabe 判别 法 判断 下 列 级 数 的 敛 散 性 : 


间 人 9 
加 王 坟 G) 引 : “ 和 
企 (GD) 股 % = Ca 则 
| mn - 直 -。 
mn > NXn+l 
由 Raabe 判别 法 ， 


当 a>1 时 ， 级 数 收 公 ， 当 0<a<1 时 ， 级 数 发 散 ; 
当 a=1，x =_ 二 ， 级 数 发 散 。 
十 | 


则 


(CD) 设 x, = 二 


3mm 》 


lim | na - =In3>1， 
全 Xn+l 
由 Raabe 判别 法 ， 级 数 收 剑 。 


1 ， 3 


(3) 设 xm-(] ” "”， 则 


| mn -路 加 <1， 
由 Raabe 判别 法 ， 级 数 发 散 。 
4. 讨论 下 列 级 数 的 敛 散 性 : 


2 oo 将 2 
0 2 四 六 六 瑟 dy 
m=]1 m=1 


0， 由 D?'Alembert 


(3) 》 In(L+x) dxo 


解 (1) 当 n>2， 有 


工 | x 芝 1 
[ 人 扫 看 /2xdx 所 5 同 ) 


< Ar Ivan | X 人 
由 于 立交 收 仇 ， 所 以 六 全 上 dx 收敛。 


2m 称 sin“ X 1 2n 冯 _. 1 
(2) 陋 和 > 3 呈 sin ”xdx = 
站 、ar ij 如 vanrsin? 、 世 
由 于 立 - 二 发散， 所 以 六 [2 亚 < dx 发 散 。 
m87 克 7 =1 X 
和 1 
(3) 7nd+mdax< |7xax 这 
7 
由 于 之 雹 收敛， 所 以 六 | nd+ 9 dx 收 往 。 
mn=l1 一 门 m=1 


5. 利用 不 等 式 一 _ < [” 空 < 二 ， 证 明 : 
尹 十 工 mn  X 刀 


lim [ii 
no 2 3 
存在 (此 极限 为 Euler 币 数 y 一 见 例 2.4.8)。 


证 0 则 
2 3 刀 


1 1 ntl d X 
人 0 


2dx 3dx nHdx ndx n+ldX 
人 寺 | 区 =| 过 


所 以 数列 fu} 单 调 减少 有 下 界 ， 因 此 收敛。 

6. 设 》x 与 久 y 是 两 个 正 项 级 数 ， 若 lim 所 = 0 或 ftco， 请 问 这 两 个 
nm=1 Pm=1 了 人 由 和 

级 数 的 敛 散 性 关系 如 何 ? 

解 若 兽 芭 =0, 则 当 n 充 分 大 时 有 xm <y%, 所 以 当 六 收敛 时 >x 必 


>0， 


定 收敛 ， 当 yx 发 散 时 yy 必定 发 散 ; 


若 妈 兰 =+m， 则 当 n 充 分 大 时 有 加 >y， 所 以 当 六 yw 发 散 时 
x 必定 发 散 ， 当 zx 收敛 时 >y 必定 收敛 。 
芝 设 正 项 级 数 >x 收敛 ， 则 2 也 收敛 ; 反之 如 何 ? 
解 设 正 项 级 数 盖 x 收敛 , 则 mx =0, 所 以 当 n 充 分 大 时 有 0s xn <1， 
即 有 x2<x ， 因此 > x 收敛 ;反之 , 当 2 收敛 时 ， >x 不 一 定 收敛 ， 
例如 x = 一， 则 x 收敛 ， 但 x 发 散 。 
8 设 正 项 级 数 立 x 收 剑 ， 则 当 p > 二 时 级 数 立 、s 收敛 ; 又 问 当 
0 -< < 时， 结论 是 否 仍然 成 立 


解 “ 设 正 项 级 数 》x, 收敛。 当 p> 了 时 ， 由 


2 


0 1 ] 
刀 


以 及 守 x 年 号 的 收敛 性 ， 可 知 袜 攻 s 收敛。 


当 0< ps 工时 ， 袜 避 s 不 一 定 收敛 。 例如 = 一 二 则 立 x 收敛， 


但 立 发 散 。 
9， 设 fo 在 [L+o) 上 单调 增加 ， 且 lim foo=4。 
(1) 证 明 级 数 >[fo+D- Fo] 收敛 ， 并 求 其 和 ; 
二 步 设 FS 阶 可 导 ， 且 f"oo <0， 证 明 级 数 
六 四 收敛 。 
证 (GD) 级 数 > [1o+D- Fo] 的 部 分 和 为 s,=fam+D-FO ， 由 


lim ro9 = A 得 到 =limS =A- 7 ; 


(2) 由 Lagrange 中 值 定理 以 及 六 9 单调 减少 ， 得 到 
0< 三 nmD< 广 = 1mD- na-D， 
由 2UOm- fom-1] 收 敛 ， 即 得 到 》 Am 收敛。 
10. 设 a =- fan' xdx ，m=12…。 
(1) 求 级 数 六 “的 和 
C) 设 1>0， 证 明 级 数 六 号 收敛。 


克 克 克 
、 二 一 一 1 
证 (1) at+ans = 人 [tan"xdax+frtan xdx=ftan"xdtanx= 1 
P 十 


y 2 十 Qi E < 工 本 
7 nmn(n 十 也 


《2) 十 页 二 站 克 而 平 交 全 二 可 知 w < 一 <- 于 是 和 <-_ 工 
九 十 有 有 


》 一 示 
十 工 刀 


由 于 吕 - 二 收敛， 可 知 六 允 收 敛 。 
m=l 尹 | 六 
11. 设 x >>0， Xu >1_ 工 (On = 12…)， 证 明 yx， 发 散 。 
各 7 m=1 
证 由 x >0， 下 得 到 
Xn 九 


(nn 一 TDX，< PnPx1l， 


即 数列 px:} 单 调 增 加 。 于 是 存在 > 0,， 使 得 wx >w， 因 而 


Xn+l > > 忆 
幅 和 发 散 即 可 知 > x 发 散 。 


12， 设 正 项 级 数 》x , 发散 (x >0，n=12…)， 证 明 必 存在 发 散 的 正 


项 级 数 六 y, ， 使 得 种 将 =0。 
= 及 
证 设 s,-=yxw,， 则 lims,=+o。 兮 
名 
Ji=VS， 和 =VJS -VS =234…)， 
于 是 之 wx = VS ， 即 六 y 是 发 散 的 正 项 级 数 ， 且 


于 5 村 


13. 设 正 项 级 数 》x, 发 散 ，s, = 六 xx ， 证 明 级 数 》 交 收敛 。 


K=1 mn=l 一 
证 由 5s,>Ss,,， 可 知 


7 六 光 和 交 和 in 工 工 


9 9n9n-1 9n 9n 


由 此 得 到 > 反 =-< = | 


K=19K X1 刀 九 一 >oO 
oo PR 2 
也 Sn X%1 
14， 设 {a,} 为 Fibonacci 数列 。 证 明 级 数 > 2 收敛 ， 并 求 其 和 。 
m=1 
解 ”首先 Fibonacci 数列 具有 性 质 e , =a +a 与 lim Sa - 区 
1 一 >o0 an 
( 见 例 2.4.4)。 设 x， -= 中， 则 
lim 22 忆 V5+1 1 
n->o XD 4 


由 D'Alembert 判别 法 可 知 级 数 2 收敛。 


设 s =- 则 2s = ea ， 两 式 相 加 得 到 
m = 


3 
m=0 2 


ca 
人 


9=al+a =2o 


习 题 9.4 任意 项 级 数 
1. 讨论 下 列 级 数 的 收敛 性 (包括 条 件 收 敛 年 绝对 收敛 ) 


1 11.1 攻 
山王 站 2， (x 坟 一 
(3 2 本 sin 一 (4 co 
= 而 站 Rn ， 
oo ] 4 oo 1 
G (6) ee 
O 主 CDm 全 字 人 
ww ml 2 
(9) 丰 人 X (d 六 To? 刀 
本 局 VJGn=-2)(G3n+2) 
< 人 X \ 喜 (-D 全 
人 2 (2 过 
解 (1) 设 级 数 1- 于 + 二 + 的 部 分 和 数列 为 {,}， 则 
nn 1 1 


Sn = 2 2 


名 2Kk-1 和 忽 (204 


级 数 二 收敛， 六 -发 散 ， 所 以 lim sw = +m， 因 此 级 数 
工 (2m! 2 一 工 1 一 >oo 


让 二 下 人 发 散 。 
2! 3 4! 5 


(2) 级 数 六 J- (x 二 ~n) 当 n 充 分 大 ( 即 n+x>0) 时 是 交错 级 


数 ， 且 | 二 -| 单调 碱 少 趋 于 雪 所 以 宗 C 一 (x 坟 -由 收敛 ; 又 由 


平 (一 7 二 1 


刀 十 X 


一 上 ma， 六 工 发 散 ， 所 以 级 数 久 CD (x 关 -n) 条 件 
有 n=1 m 刀 十 X 


收敛 。 


(3) 当 x=0 时 闷 CD”sin 关 的 一 般 项 都 为 零 ， 所 以 级 数 绝对 收敛 。 
设 xz0， 2 D””sin 一 当 n 充 4 分 大 〈 即 n> 1 时 是 交错 级 效 ， 且 


单调 减少 趋 于 零 ， 所 以 六 CD”'snx 收敛 又 由 于 [CO sn 


。 X 
SHI 一 
刀 


诺 o 一 四， 立 站 发 散 ， 所 以 级 数 袜 CD" sn 条 件 收敛。 
m=1 m=1 


(0 四 昕 =1， 因 此 加 纪 一 不 存在 ， 所 以 闷 C -发散 

(G5) 立 CD" 卫 “是 交错 级 数 ， 当 1>8， 卫 了 单调 减少 趋 于 雳 ， 所 以 
级 数 六 CD" 也 收 伍 ; 又 由 于 六 呈 “发 散 ， 所 以 级 数 立 CD" 呈 "条 
件 收敛 。 

(6) 入 > 下 一 cos 本 部 分 和 数列 为 {,}， 则 


2m 人- TD 和 -二 2m 人- 人 2m (- 了 人 


96n 
二 人 + 名 刘 


OO 


由 于 羡 :， 冯 -和 六 都 是 Leibniz 级 数 ， 即 都 是 收敛 


的 ， 所 以 lim Se 存在 且 有 限 。 容易 证 明 


lmsSu=lmsi =lmno9ua=lmnso4=lmno9is=lmnsSe， 
刀 一 >00 刀 一 >o0 刀 一 >00 一 >oO 刀 一 >o0 刀 一 >o00 
米 [ 女工 人 
的 
m=1 刀 


工 


发 散 ， 所 以 级 数 》- 产 oos 守 条 件 收 


(7) 当 xs (kz 一 Er+) 时 ， 由 于 


4" Sin 人 nx 
-| m+1 
(一 | 


三 一 (4sin X) ” ， 


0<4sin2x <1, 们 LUdsin2 ax 收敛 , 所 以 级 数 冯 CD 全 加 “< 绝 对 收敛 。 
mn=lL 7 = 7 


< oo 4 。_ 2P oo 三 二 mm+1 
当 x=krt+z 时 ， sin7x 于， 所 以 (CD 呈 2 0 ) 是 条 
m=] 刀 


件 收敛 级 效 。 
在 其 他 情况 下 ， 由 于 


47" sin2n X 
三 汗 Pm+1 
(一 了 | 


-了 (4sin2 4sin2x>1， 级 
数 的 一 般 项 趋 于 无 穷 大 ， 所 以 级 数 发 散 。 
(8) 当 x= 至 时 , 级 数 的 一 般 项 都 为 夫 , 所 以 级 数 六 Se 
绝对 收敛 。 

设 x* 秋 。 当 p>1 时 ， 由 于 2 所 以 级 数 


OO 


> Sin(P 十 De 一 了 X 绝对 收敛 。 


当 0< p<1 时 ， 由 于 


Sin(n+JDxcos(On 一 TDx sin 2mX 器 Sin 2X 
7 2P7 2Pm7 


》 


由 Dirichlet 判别 法 ， 半 2- 收 敛 ， 而 半 叶 芭 发 散 ， 所 以 级 数 
mn=L 一 全 mn=l < 刀 


OO 


y Sin(Pm 二 1T)x 发 散 : 


m=1 


当 p<0 时 ， 由 于 级 数 的 一 般 项 不 趋 于 寺 ， 所 以 级 数 


OO 


有 Sin(P 十 全 1T)x 发 散 - 


G) 设 m=Com 本 mw， 则 兽 氏 [=- 攻 ， 所 以 
当 几 <2 时 ， 和 CDm 2 绝对 收敛 


oo 芭 
当 几 > 2 时，》 (CD 2rx "发散 ; 
m=1 


当 国 = 时 ， 级 数 的 一 般 项 不 趋 于 雾 ， 所 以 立 CD” ax 也 发 散 。 


1 
ml 2 
10) 设 w = 调 减 少 趋 于 雾 , 所 以 》 (CD? 
(10) 设 w 由 于 fu,} 单 调 减 少 趋 于 雳 , 所 关 2_ Tu 


是 Leibniz 级 数 ， 因 此 收 敛 。 
因为 w 一 到 om 一 宫 ， 半 于 发散 ， 所 以 级 数 六 CD”w 条 件 收敛 。 


37 ma 3 


人 


当 对 <1 时 ， 级 数 绝对 收敛 ; 


本 


DO 


当 x=1 时 ，》， 有 ， 因 此 当 p>1 或 p=1q>1 时 级 数 


2 有 47 


《绝对 ) 收 伍 ， 在 其 他 情况 下 级 数 发 散 ; 


DO 


当 x=- 时 ， -六 CD ， 因 此 当 p>1 或 p=1q>1 时 级 


1 一 2nP ]n 47 
数 绝 对 收 代 ， 当 p =1q<1 或 0< p<1 或 p=0qg>0 时 级 数 条 件 收 勾 ， 在 
其 他 情况 下 级 数 发 散 。 


(12) 设 X， 


(-T 7 十 1 da 
让 村 下 


当 a>1 时 ， lm 必 = 了 <1， 所 以 级 数 六 一 2 


AN 
人 9 


_ 1TNn+l 


oo oo ( Pm 十 1 5 
当 a=1 时 ， 六 一 一 =- 半 二 2 ， 级 数 条 件 收敛 ; 
m=1 m=1 


十 G 


当 0<a<1 时 ， 由 于 半 C 一 收 俩 ，| 2 单调 有 界 ， 由 Abel 关 


别 法 ， 级 数 祥 CD 一 4 收敛 ， 但 由 于 | 一 ao 由， 衬 2 发 散 ， 所 
阅 mA 1+a 7 忆 7 


以 级 数 条 件 收 敛 。 
2. 利用 Cauchy 收敛 原理 证 明 下 述 级 数 发 散 : 


量 ” 人 二 


3 


0 
3 
(2) 1 - 二 开本 1 工 + 
2 3 5 人 8 9 
证 〈1) 设 级 数 的 一 般 顶 为 x ， 则 
1 1 1 P 1 
一 一 一 十 十 … 十 > > 二 ， 
3n+1 3n+14 6n-2 6n-2 6 
由 于 ”可 以 取 任 意 大 ， 由 Cauchy 收 义 原理 可 知 级 数 发 散 。 
402) 设 级 数 的 一 般 项 为 交 ， 则 


X3n+1 十 X3n+2 十 … 十 X6n > 


机 1 1 刀 1 
一 一 一 +…+ 一 > 一 二 
ER 3mn 二 6 6mn 6m 


由 于 ”可 以 取 任 意 大 ， 由 Cauchy 收 伍 原理 可 知 级 数 发 艇 . 
3. 设 正 项 级 数 》x, 收敛 ，{x,} 单调 减少 ， 利 用 Cauchy 收敛 原理 证 
明 : limnx,=0。 


X3n4+l 十 X3n+2 十 …… 十 X6n 


证 由 yx, 收敛， 对 任意 给 定 的 es>0， 存 在 正 整 数 W>0， 对 一 
m>Pn>mN ， 成 也 


E 
0< XiT+TXia 十 :十 Xn 


到 N-20X*D， 则 当 n>N 时 ， 有 | ?| > w， 于 是 成 立 
让 十 XT， 0 
2 四 四 5 2 


5 


印 


0< mx <2Eo 


4. 在 对 任意 >0 和 任意 正 整数 p， 存 在 Ne,p) ， 使 得 


Xml 十 Xn+2 下 XX < C 


m 十 忆 


对 一 切 m>N 成 立 ， 问 级 数 六 x, 是 否 收敛 ? 
解 ”级 数 》x, 不 一 定 收敛 。 
例如 : 级 数 六 x, - 


宇 二 发 散 ， 但 对 任意 =>0 和 任意 正 整 数 p， 取 


六 三 


N(e, 门 = 一， 当 n> Ne,D) 时 ， 


过 
十 工 


5. 若 级 数 盖 x 收敛 ，im 闻 = 1， 问 级 数 交 y 是 否 收敛 ? 
nm=1 刀 和 


Xn4+l 十 Xn+2 十 … 十 XX 


mm 十 忆 


解 六》 不 一 定 收敛 。 


Pm+1 m+1 o0 
反例 汪 二 人 天 二 加 出 通 各 三 全 :得 级 数 汪 二 披 
人 2 2 


7 P 
敛 ， 而 级 数 》 yy 发 散 。 
m=1 
6. 设 x, >0，lim x,= 0， 问 交错 级 数 久 CCD:x ,是否 收敛 ? 
一 oo 


解 ”>(CDax 不 一 定 收敛 。 


上 Pm = 2K 
反例 : xw = ， ， 则 加 >0，lim x% =0， 但 》(-Dx, 发 
移 娓 三 2 大 一 1 7 


散 。 
7. 设 正 项 数列 fx } 单调 减少 , 旦 级 数 立 CD"x 发 散 。 问 级 数 引 
是 否 收 人 ? 并 说 明理 由 。 


解 级 数 立 | 二 ] 收 策 
因为 正 项 数列 fx,} 单 调 减少 ， 所 以 必定 收敛。 如 果 lmx =0， 则 


(CD"x 是 Leibniz 级 数 ， 因 此 收敛 ， 年 条 件 矛盾 ， 所 以 必定 有 


Jim xn =CQ>0， 计 是 当 攻 分 大 时 ， 医 才 ， 因此 立 | 
1 二 X Ai \ 工 + X， 


2 
收敛 。 

8. ee 则 当 w > wu 时， 级 数 》 2 也 收敛 。 

)， 由 于 立交 -收敛 | 二 单调 有 界 ， 利用 
Abel 基 别 法 ， 1 


注 本 题 也 可 利用 Dirichlet 判别 法 证 明 。 
9. 若 fm】 收敛， no -xx 收敛， 则 级 数 六 xx, 收敛 。 


Pm2 2o0 


证 > 加 = 


nm 


N K 动 
证 今 o =x,b =l1, 则 B, =y>b =k。 利 用 Abel 变换 ， 得 到 
i=1 


1 一 | 
> MX =nxn 一 > KXI 一 Xk)o 


1 K=1 


六 
册 


转 于 


记 non 人 Xn ) 三 之 [On 二 1)(xXni Xn ) “ 了 》 
因为 数列 | | 单调 有 界 ， 级 数 之 +DCoa -ax ) = > "0x -x ) 收 敛 ， 
由 Abel 判别 法 ，> nx -xi) 收 敛 。 再 由 数列 {nx,} 的 收敛 性 ， 即 可 


知 级 数 x, 收敛 。 


10. 若 》 0, -x 绝对 收敛 ，y y 收敛 ， 则 级 数 六 xy 收敛 。 


忆 |] 


K=m+L 


证 由 于 yy 收敛 ,可 知 ve>o0aNw,vn>N,vpsN' : 
1 =1 


> - 罗 们 绝对 收敛 ,所 以 收敛 ,于 是 可 知 KK,} 有 界 。 


疫 之 二 lv 一 X%nm- 直 = 4， jl<B， 全 By = na TJnia 十 十 nr ， 利用 


Abel 变换 ， 得 到 


m 十 忆 


> Xkyjk|= 


K=m+L 


nm 十 D 一 | 
Xn+p 呈 mn+DP 之 (Xe 一 XK ) Br <(4A+B)so。 


由 Cauchy 收敛 原 理 ， 可 知 级 数 > >x xy 收敛 。 


11. 设 fo 在 [C-10 上 有 具有 二 阶 连 续 导 数 ， 且 


证 明 级 数 立 /全 ] 绝 对 收敛 。 
证 由 lm -0 可 知 fo) =0，fF"(0)=0， 于 是 
am 


所 以 级 数 祥 f [二 ] 绝 对 收敛。 
12， 已 知 任意 项 级 数 祥 x 发 散 证 明 级 数 祥 |1+ 二 jx 也 发 散 。 


证 “采用 反 证 法 。 售 wm =d+ Dx， 戎 立 y 收 伍 因为 局 | 单调 有 界 ， 


收 代 ， 导 条 件 矛 盾 ， 所 以 级 数 


则 由 Abel 判别 法 ， 立 x = 三 - 


=| 


13. 设 x >0 io 川 这 -> 证 明 : 交错 级 数 六 CD…x, 收 敛 。 


Xml 


8 


证 设 im 中 o - 直 -7>5 首先 可 知 当 n 充 分 大 时 有 x >x ，， 即 数 


九 一 >oO 
是 十 | 


列 {e} 当 nm 充分 大 时 是 单调 减少 的 。 然 后 取 w>06>0， 使 得 
ZX>DC>w>0， 可 知 当 ” 充 分 大 时 ， 成 也 


SS G4+D“ 
ma 7 


An 


(n+ 了 T? 
一 一 一 一 ， 
P+L 


从 而 
(n+HD“x <Pn2x，， 
这 说 明 数 列 f“x, } 当 ”充分 大 时 也 是 单调 减少 的 , 于 是 存在 A>0, 使 得 


nx <A， 即 


A 
0<xX < 一 ，) 
7 


从 而 数列 } 趋 于 雾 。 因 此 交错 级 数 久 CD"x, 是 Leibniz 级 数 ， 所 以 


14. 利用 


1+ 了 + 了 + 4 nn 一 y (no)， 


刀 


其 中 7 是 Euler 常数 ( 见 例 2.4.8)， 求 下 述 闷 CD 的 更 序 级 数 的 和 : 


和 
3 -请 
、 1 1 1 人 
解 . 人 设 级 数 
九 
人 
3 5 7 本 4n-3 4n-1 2n 
的 部 分 和 数列 为 全 ,}， 则 
1 国有 5 全 和 本 | 1 1 
S3 + 二 (b +Inm)= 工 十 二 十 二 十 二 十 二 十 一 十 “十 二 
2 357 9 1 4n-3 4n-1 


Sa， + + 用 + 了 (bs +In2m)=D +Imn47n， 


于 是 


1 工 3 
Sa 三 DA 交 ee 


由 1lim 届 = 和 7 得 到 
九 一 >o0 
lim Sa， = 辣 o 
1 一 >oo 2 
由 于 lims, ,= limnSji，=limnsy,， 所 以 
7 一 >oo 一 >oo 一 >o0 
3 
lims, = 一 In2o。 
2 


九 一 >00 


15. 利用 级 数 的 Cauchy 乘积 证 明 : 


号 宇 GDw 二 人 | 本 上坟 了 翅 
= Ze ， 则 c =1， 且 当 n>1 时 ， 


-开国 -- 二 届 册 CD -10- -0 
二 产 ” 过 帮 岂 二 产 m 直 六 
所 以 
六 (CD - 
5 1! 宝 
GO) 疫 | 王 9 站 - 立 c， 则 
mn=0 mn=0 mn=0 
本 
计 Jj=7m 
又 由 于 <1， 所 以 >q" = 人 ， 从 而 得 到 
mn=0 
并 j 9 小 2 = 二 (ql<D。 


习 题 9.5 无 穷 乘 积 


1. 讨论 下 述 无 穷 乘积 的 爸 散 性 


金 


mn=L 门 十 1 nl 刀 十 
| 1 
(2) | TI3L+ WE 
[机 几 一 本 本 一 工 ， 
Vn -1 \ ] 一 工 一 工 


站 -发散 ， 所 以 [中 发散。 


站 
(3) | 2Ssin 
由 于 2sm" 世 收敛 ， 所 以 [Tcos 工 收敛 。 
mn=3 刀 NS 刀 
(4) TInsin 二 -TII -da- nsinD]， 
Ph=i 刀 m=1 尹 


1 1 
1-Pmnsn 一 全 一 了 (On 一 oo)， 
mn 6n 


由 于 六 - 工 收敛 ， 所 以 TTnsin 工 收敛 。 
所 6m ] 及 


(5) ie 


当 x>1 时 ， 由 于 立 二 收敛 ， 所 以 Ter 收敛 


当 xs1 时 ， 由 于 立 发 艇 所 以 人 er 发 散 。 


人 


(7) 当 交 <? 时 本 El 


《6) 因为 对 任意 x 


二 | 履 人 


当 罗 > 2 时 ， 因 为 吕 交 发 艇 所 以 间 半 | 发 


昌 m 二 ngtz) 全 
(8) TTyis+=IIer -Te -|， 
太 = 于 


因为 半 云 收 义 ， 所 以 T[+ 收敛。 
(9) 全 { 言 ]-- 亏 + 三 )， 
因为 羡 汪 收敛 到 以 本 人 - 汐 。| 必 人 


色 也 
(10) 1+ 方 cos 二 = is [| 攻 本 人 5 人 
nm 2m24 nP 2n24 


由 此 可 知 


当 min(p,2q9) >1 时 ， 回去 je 却 | 履 印 ) 
P P 


习 min(p,2q) 和 1 时 ， IJ 攻 十 | cn 可 | 发 散 。 
2. 计算 下 述 无 穷 乘积 的 值 : 


和 
W UL- 坟 ) o I-- 5 
mn3 一 1 
人 ) 1 +1” 
解 (1) 由 于 
二- 十 j- 三 玫 = 0 本 
K=2 K=2 九 
所 以 
1 
If- 寺 j|= 问 直言 )= 
mn=2 mn 一 >c0K=2 2 
(2) 由 于 
本 1 |- 下 -DCK+ 当 -2+2 
KU KK4D) 5 KKD 3 nm 
所 以 
" 2 
Il- 5- 向] 去 
(3) 由 于 
nk -1 (KK-DK +K+TD 2 于 +n+l 
了 
所 以 


区 
[二 一 = 1m 3 二 :去 间 
mr2m 二 nk +TL1 3 


3. 设 0<x<<5， yx 收敛 ， 则 TTeosx， 收敛。 


证 设 cosx =1-a，， 则 


.27X 1I 
0<w, =1-cosx, =2sin2 二 < 二 x， ， 
2 2 


由 于 yx 收敛， 所 以 [Tcosx, 收敛 。 
4 设 | o, | < 莹 ， 立 lo | 收敛 则 ITen| 到 + ] 绝 对 收敛。 


证 由 于 > 1o,| 收 你 ， 所 以 lma =0。 设 


克 1+tana 
人 生 7 


= 工 + C 
1--tana， 四 


则 


,二 2tan an 3 or| _， 
1-tana nz|an| 


》 


于 是 | w， | 收敛 ， 所 以 [Tan| 和 辐 绝对 收敛 。 


5. 证 明 : 
(TD im 1.3.5.…:(27n 一 了 昌 
1 一 >oo 2.4.6.……(2m 
DJ im RE+DU+2 (CH 
no CQ(QC+T(X+2) (x+ 门 


、 ， 荆 35 (2 了 总 2n-1 并 
证 《1 邓 6 - 革 f 二 
由 于 


ml 二 ~ 二 (mn _>oo)， 引 - 二 | 人 
所 以 2 二 大 而 


0 ， 


=0 (0<Z<w)。 


1.3.5.…'(2n-TD < 雪 妇 
2.4.60.…(2 门 = 册 (1- 寺 ]=。。 
ATHUH+J% CH 有 下 6 人 -ae 
(2) 外 2 = 站 22- 人 1 2 


自 平 


十 刀 C 十 


-全 一 -全 ma， 引 - 生 <j--， 
C 刀 六 = C 十 刀 


CC 十 刀 
iT CATDUT 人 + 有 [ 2-<j-。 
no CQ(C+HD(wC+2) (w+ 门 76 区 
6. 设 1qg| <1, 证 明 : IId+q9 = 一 
时 HGd-9 ”) 


所 以 这 nfl- 人 “| 而 


O 〇 


证 设 P=TIda+g5， 则 
K=1 


TTa=-a2%) TTda-a2%) TTa=-a2%) 


[Ia-ao95 TIda-5)TIa-o) TIa=-o) 


由 于 JTJa- 2 收敛 ， 所 以 


27 
lim TTG=- aq)=1， 


7m > K=n+l 
四 
于 和 是 


1 
limP, == 一 -一 一 。 


一 >oo 人 7 
IIQ-q 一 ) 
P=1 
由 于 limP， = limP ， 所 以 
厂 一 >oO 九 一 >00 
四 1 
lim P, = T[G+ 97 = 一 一 一 。 
刀 一 >o0 


7m=1 TITda-=- q2") 


1 = 


和 冯 + 人 1 寺 | 证 明 级 数 立 o 年 于 都 发 散 ， 


但 无 穷 乘积 TTd+ o) 收敛。 


站 六 计 于 
| 


| 1 
Jim 9 = lim 加 二 十 oo ) 


n->ooj 天 


所 以 ya, 发 散 ; 又 由 于 oz > 二 ， Ya2 也 发 散 。 


议 叫 =IQU+oauo)， 则 
K=1 


及 ,= 上 二 | 有 :ar 关 j -站 二 } 
所 以 lim 忆 , 存 在 且 非 需 。 由 于 


lim 也 ,1 = lm 忆 ， 
刀 一 >0O P 一 >oo 


所 以 lim 只 存在 且 非 零 ， 即 无 穷 乘 积 [[Q-- o) 收敛 。 


第 十 章 ” 男 数 项 级 效 
习 题 10.1 画 数 项 级 数 的 一 致 收敛 性 
1. 讨论 下 列 函 数 序列 在 指定 区 间 上 的 一 致 收敛 性 。 


二 (i) xs (0.D ， (iD xs (L+oo) ; 
(CS( 则 三 X Xe (0,+oo) ， 
G) SCO = sn 二， (D xs (oo,+oo) ， (iD xs[CAAI(A>0) ; 
故 
() SOo = arctan mx， (D xse(0.D ， (ii) xs (L+oo) ， 
(95) on(X) = 1 人 5 Xe (-oo,+oo) ， 
刀 

(6) SC = nx(L - 7"， Xe[01] ; 
[US 研一 砚 = (D xs (0.0 ， (iD xs (L+eo)) ; 

故 故 
(8) SO= (xs(0D， (iD xs ttteo ; 

1 十 X” 

(9) SO = (Sin xz" ， Xe[0,z] ; 
(0) So = (Sin x"， (i) Xe [0, 和 ] ， (ii) xs[c,r-6] (6>0) ; 


(SOo = [3 (iD xs (0,+eoo) ， (in) xs(0,A](A>0) 
(2) SOo = | - 呆 (i) xs (0,+oo)， (ixes|5,+o)5>0。 
解 (1) (人 SCoO=0， 


d(S,,S) = sup |S,0O-SGOJ=1 一 /一 0 (noo)， 
Xe(0,1) 
所 以 {fS,09} 在 (0.D 上 非 一 致 收敛 。 


(ii SCoo=0， 


d(S,,S)= sup |$, OO-SCOO| =e 一 0 人 一 oo)， 
XE(1,+oo) 
所 以 {S, (CO} 在 (1 +oo) 上 一 致 收敛 。 


(2) SO9=0， 


1 
d(S,,S)= sup |$, OO-SOJ = 一 一 0 一 oo)， 
XE(0,+oo) PC 


1 


所 以 {S,(O} 在 (0,+oj 上 一 致 收敛 。 
(3) (D so =0， 
qd(S,S)= sup js OO-Sol=1 一 /一 0 (noo)， 
XE( 一 oo,+oo) 
所 以 {S,(O} 在 (--oo, +oo) 上 非 一 致 收敛 。 


和 到 2 
7 


qd(SS)= sup |$,(0O-SGCOO|< 5 (nm 一 oo) ， 
Xe[-A,A] 尹 


所 以 {fs,(09 在 [4 人 上 一 致 收敛 。 
(4) 人 SO0 = 本， 


d(S,S)= sup |S,00O-SOJ = 二 一 /一 0 Cn 一 oo)， 
Xe(0,1) 2 


所 以 fs,09} 在 (0.D 上 非 一 致 收敛。 
。 TCF 
(ib SC = 机 
qd(S,S)= sup |$,CO-SCOO| = 了 一 arctann 一 0(n 一 oo)， 
XE(]1,+oo) 


所 以 {S,(O} 在 (+o) 上 一 致 收敛 。 


(5) sco = 思 ， 由 于 ls,00 -sool= 和 2+ 记 -网 < 一 ， 于 是 
刀 
d(S,S)= sup js OO-SOoJl 一 0 一 oo)， 
Xe( 一 oo,+oo) 

所 以 fs,(09} 在 Co,+o) 上 一 致 收敛 。 
(6) SCoO =0， 

5 ODSsO=d- 玉 一 已 0 (na)， 

刀 刀 刀 

所 以 fs,09} 在 [0 上 非 一 致 收敛 。 
(7) 个 SO =0， 由 于 S$,(0+)-S(O+)=0， 且 


和 [SCO-SsOO]- 人 全 <0 (n>2)， 
dx 有 有 


d(S,S)= sup|S,00-SOJ= 了 2 0 yo， 
Xe(0,1) 尹 


所 以 {s,(09} 在 (0.D 上 一 致 收敛 。 
(iD SC =0， 
S, (2m-S(Cm=2mn2 一 /一 0 (nn 一 oo)， 
所 以 {Ss,09} 在 人 +o 上 非 一 致 收敛 。 
(8) (iD SCo =0， 
sd- 忆 -SG- 癌 = 一 一 0 (no)， 


1 
刀 


所 以 fs,(0o9} 在 (0.D 上 非 一 致 收敛。 


(i 95(X) = 工 ， 


工 ， 

1 1 (+ 一 ) 

SU+=-)-Sd+=)= 1 一 /一 0 (Cn 人 oo)， 
刀 刀 


1+ (+ D， 
所 以 {S,0o9} 在 (+o) 上 非 一 致 收敛 。 


(9) sOo = 和 < 工 ， 
刀 


0 这 
Su Cn)-SCJ=(- 光 " 一 一 0 (no)， 
刀 


所 以 {S, (CO} 在 [0,z 站 上 非 一 致 收敛 。 


0 X=0， 汉 
” ， 取 x <(0 站 ， 使 得 snx = 六， 则 


1 0<X< 元 


(10) 0so-| 


Sn) -SC =-1 一 0 (no)， 
所 以 {S,(09} 在 (0,z=) 上 非 一 致 收敛 。 


(ii) SC(x) =1， 


d(S,,S) = 3 ,SC -SCx| = 和 0 一 0(n 一 oo)， 
所 以 fs,0o9} 在 [6,r-5] 上 一 致 收敛 。 
(11) (SCOo = ex， 
S -Sm=2"-e" 一 /一 0 (noo)， 
所 以 {fS,C9} 在 (0+o) 上 非 一 致 收敛 。 
(isCo) =e*， 由 于 s,(0)-Ss(OH)=0， 且 当 n 充 分 大 时 ， 


d 上 7 一 | 
一 [S,(oO-SCoO]= [ -ex <0， 
dx 及 
d(SS)= sup |S,COO-SCOJ=e“ -| 一 0(n 一 oo)， 
Xe(0,A] 尹 
所 以 fs,(0o9} 在 (0A] 上 一 致 收敛 。 
1 


(12) ODSs=5R， 


5 中 -5 四- -3 = 
所 以 fs,(09} 在 (0+o) 上 非 一 致 收敛。 


工 
(iD SC 有 


_ 过 四 1 1 
on(X) = | 0 0 
X 十 二 十 VX 
1 


册 和 于 


一 工 工 


<[s, oO-SsOo]- 


> 0 ， 
dx 


+ 一 3 
2 人 二 4X2 
有 有 


可 知 
d(S，， 9) 二 500 和 SCx] 到 |S,(O) S(O] 


| 1 1 
-二 5 和 -| 二 


所 以 {fS,C9} 在 [5,+o) 上 一 致 收敛 。 
2， 设 SO = mn 阅 - xx )， 则 函数 序列 {SC9} 在 [0 局 上 收敛 但 不 一 致 
收 人 勾 ， 且 极限 运算 与 积分 运算 不 能 交换 ， 即 
站 sd “人 Sr dx 
证 画 数 序列 {Si00} 在 [0 上 收敛 于 SC =0。 取 =1-=， 则 


工 n 
) 
刀 


所 以 {S,09} 在 [0 上 非 一 致 收 盆 。 
由 于 


1 > 1 这 则 1 了 
lim js, oOdx= lm fnCx" 一 x Jdx = 了， | im so dx= 0， 
所 以 


5Co)-sC0 -ld 一 (人 D2 | > 十 o0 ， 
刀 


站 Js 0d 人 Sr dx 
3 设 s,(o = 让 则 
U) 画 数 序列 {Ss,09} 在 (oo+o) 上 一 致 收敛 ; 
O) | 全 sa| 在 Conm 上 不 一 致 收 依 ; 
G) 极限 运算 与 求 导 运算 不 能 交换 ， 即 
im -Si = -limSn( 
并 不 对 一 切 xe (Coo,+oo) 成 立 。 
解 (1) SO= 一 - ，sO0=0， 则 


党 
1+Pm2x” 


ls, CO-SC9| -| 


六 2 池 
X 


区 工 


芯 > 0(P 一 > oo 
5 人 ) ， 


X 
1+Pm2x2 


5 


人 (一 co， +oo) 上 一 致 收敛 。 


1 一 m2x7? dd 中 
(2) 和 站 -人 as-| 


下 -2 
0 xz 基 0” 


工 
了 则 


d 12 
允 到 3 
人 (n 一 oo)， 


所 以 | 呈 s,| 在 Cosm 上 不 一 致 收 全 
(3) 由 于 在 x=0 处 ， 
limon(x)=0，c(x = lim 人 了 
dX nm no GX 
所 以 在 x=0 处 ， 
血 乓 3500= SO 
不 成 立 。 


4， 设 SO ==arctan x ， We 


问 极限 运算 导 求 0 2 即 
lim 一 - < li on(X) 


解 Sn(X)= 工 arctan x 0 全 
7 工 +X 


S(x) =1lim Sn(xX)=0，S'(x) = 
所 以 im Si(D = 了 SCD， 即 


lim 5 n(X) = 一 - n(X) 


在 x=1 不 成 立 。 


试 


5. 设 S(0O =nxe 阅 ， 其 中 a 是 参数 。 求 a 的 取 值 范围 ， 使 得 函数 序列 


{Soo} 在 [0 上 
d) 一 致 收 勾 ; 
O) 积分 运算 导 极 限 运算 可 以 交换 ， 即 


四 [sdx= Jimso dx 
G) 人 即 对 一 切 xs[0,1] 成 立 
Im on09 = = 一 0 nsn(X) 


一 > 


解 () SoO=limS(OO=0， 人 SO = ne d-nx=0， 得 到 x = 工 ， 有 
1 一 >oo 刀 


d(S，S)= sup |s,00 -SC = SG) =neren， 
Xe[0,1] 尹 
所 以 limd(s,,S)=0 当 且 仅 当 c <1 时 成 立 , 所 以 当 w <1 时 , {S,09O} 在 [0 
上 一 致 收 令 。 
(2) fimsSOdx= PsCOdax=0，PsiCOd=me2 -nead+2en， 
0 mn 一 >oo 刀 
所 以 当 且 仅 当 cxc<2 时 ， 成 立 . 
lim | s,COdx= im So dx 
(3) lim 9n(xX)= SCx) =0， 二 9n(X)=nce (mo， 
dX "一 = dx dx 


国 村 


ER 让 Xe(0,H] 
lime ” (-Pmnx) = ) 
mn 一 >oo 1 X=0 

所 以 当 且 仅 当 cc <0 时 ， 

. d _d 

人 


对 一 切 xs[0,1] 成 立 。 
6， 设 S' oO 在 区 间 ( 忆 上 连续 ， 


on(X) = | 十 癌 二 so| 
证 明 : {Ss,O9} 在 (上 内 闭 一 致 收敛 于 S '(Co。 
解 显然 im SO= So ， 所 以 只 须 证 明 vz>0，fs,Go} 在 +zb- 可 


上 一 致 收 敛 于 S'(x)。 
取 0<w<7,， 则 so 在 [ae+wb-cwx] 上 一 致 连续 ,， 即 
VE>0,306>0，Vx',xn"e [ae+w,p=-aw|， 只 要 |x-x|<5， 就 成 立 


lS'CxDJ-S'Cx <eoe 


取 w=amaxl| 引 | 则 当 n> N 且 xs[a+75=-7] 时 ， 有 


11 一 L 


5 [ao+w,p=-aw|， 
故 


SOO-S OOl=|S -SCOOl<e， 
所 以 {So90} 在 (o 电 上 内 闭 一 致 收敛 于 S "CO。 
7， 设 Ss,0o 在 [road 上 连续 ， 兮 
SO= 【SODdb nm=12…。 
证 明 : {S,0o9} 在 [0,q] 上 一 致 收银 于 0。 
证 设 |SsooolsM， 则 


scol=| :so(dl <Jx， 
光 X X2 
ls:Col= [siOds fwMade =M 导 ， 
S (OoJl=|f2s (dl<T2M 已 di-M 
js Col= 由 so 中 人 
由 于 

M 二 <M 生 ，lim(M2)=0， 

刀 刀 nm 一 >oo 刀 


所 以 {S,09} 在 [oo 上 一 致 收敛 于 0。 

8， 设 so 在 [0 上 连续 ， 且 s() = 0。 证 明 : {sO9O} 在 [0,1] 上 一 致 收 

证 SC 在 [0 上 连续 ， 所 以 有 界 ， 设 |sql<M。 由 SC =0， 可 知 
ve>0,36>0，vxe[-564， 成 立 

由 于 fo| 在 [oil-5] 上 一 致 收敛 于 雳 ， 可 知 


3N，vn>N，vxes[|ol1-5]， 成 立 


x"S(Og|<e。 


X 


EC 
< 》 
AM 


于 是 


x"S(Cx] < 


对 一 切 xs[od1 成 立 ， 因 此 { 允 SO 在 [0,1] 上 一 致 收敛 。 


习题 10.2 一 致 收敛 级 数 的 判别 与 性 质 
1. 讨论 下 列 函 数 项 级 数 在 所 指定 区 间 上 的 一 致 收敛 性 。 


() GAOxn ， Xc[0, 1] ， 
(2) 0 XE[0, 1] ， 
全 xS[o+oo) ; 
人) ER (xE[0+o)， (iDxE[Gro) (5 >>0) ; 
8 计 如 recent 
(0) 2 关 ， xGE(Cco, +co) ; 
(7) 和 CD"G-aOxn， XG[0, 1] ， 
(9) > xE(Coo, too) ; 
(9) 2 sm， GD) xE(0, +co)，(iD xE[G+ro) (3 >0) ; 
We xG(Cco, +oo) ; 
气 ” -所 
d 环 ， xGE(-co, +co) ; 
(7) 瑟 CT XECeo, Teo)s 


解 (1) S，(X) 三 (La 三 十 二 X2 生 ， 
由 于 9 企 [0,] 非 一 致 收敛 ， 所 以 Si xx 在 [ol 上 非 一 致 收敛 。 


(2) 设 wO=G-02x2， 则 在 [rod 上 


刀 4 
0< 和 Un(xSDUh < 
人 


由 于 收敛 ， 由 Weierstrass 判别 法 ，> (4- 2x" 在 [0 上 一 致 
n=0 人 (7 十 


收敛 。 
(3) 设 w (Oo 二 X3e-mx 则 当 m >1 时 ， 在 [0,+o) 上 


0<un(0Os 邮 n (| 有 =- 乓 
友 


其 中 天 -36。 。 站 了 收 义 ， 由 Weierstrass 判别 法 ， >x。 


[0,+o) 上 一 致 收敛。 
(4) (i 设 w OO = xe , 对 任意 的 正 整数 N, 取 m= 2n (>N) 与 x = = 


Ee[0,+oo) ， 岂 | 


- 均 


7 二 2 所 2 二 和 
> U(xX) = Xe We Xe 0 Xe > Te 一 


K=m+L 


= Vne -> +oo (mn -oo)， 
所 以 多 xerw* 不 满足 Cauchy 收敛 原理 的 条 件 ， 由 此 可 知 >xer 在 
[os 上 非 -- 致 收敛 ， 四 
(G 设 w oo =xe 痉 , 则 当 n> 时 ,wu (0 关于 x 在 [6,+o) 上 单调 减少 ， 
所 以 
0<u CO<6e-n， 


由 于 y5e- 祝 收敛 ， 由 Waierstrass 判别 法 ，y xer2 在 [cto) 上 一 致 收 


剑 。 
(5) 设 总 00 = 则 当 >1 时 ， [7 (Oo < 一 一 了 - 收 义 ， 
和 2 
由 Weierstrass 判别 法 ， 伍 。 


(6) 设 ww(CO= ee 则 当 n>1 时 ，lwCols 到， 由 于 之 二 收 伍 ， 
十 X 


由 Weierstrass 判别 法 ， 2 在 (Cr 上 一 致 收敛 。 
十 X 


n=l NV 7 


(7) 设 oO=d-oOz，bO0=(CD"， 则 fo oo} 对 固定 的 xs[od] 关于 m 


是 单调 的 ， 且 在 [0d] 上 一 致 收敛 于 雾 ， 同 时 <1， 由 Dirichlet 


> 只 (x) 
K=0 


判别 法 ， 交 CD"d- ax 在 [0 上 一 致 收敛 。 


\8) 设 o0O= 4 po0=(CD"， 则 人 Co9} 对 固定 的 xs (Co+o) 天 于 
刀 十 X 


n 是 单调 的 , 且 在 (oo,+o) 上 一 致 收敛 于 零 , 同时 <1, 由 了 Dirichlet 


3 愉 (0 
K=1 


判别 法 ， 当 下 在 (oo,+oo) 上 上 一致 收敛 。 


mm 十 X 
(9) 人 设 而 三 区 十， 取 x， 人 则 
37X 3 ”元 


LU (X)=27” 一 +oo， 


即 & (9} 在 (0+o) 上 非 一 致 收敛 ， 所 以 >2"sns 在 +o) 上 非 一 致 收 


剑 ; 


(i 设 wCO=27 sn， 则 当 x src,+co) 时 ， 
X 


ools3 引 2 


由 于 去 站 2 收 全 由 Weierstrass 判别 法 ， 交 2"sin_ 1 在 [5.to) 上 一 致 


37X 


收敛 。 


(10) 设 oO= 玉 ， b (x) =sinxsinnx， 由 于 ao 与 x 无 关 且 单调 趋 于 
刀 


雾 ， 所 以 fu(o9} 对 固定 的 xs (-o+o) 关于 mn 是 单调 的 ， 且 在 (-oo+o) 上 
一 致 收敛 于 雾 ， 同 时 


> oj= 


K=1 


.|cos(n 十 x- cos 下 < 2， 


COS 一 2sin 5 二 Sin 吕 - 党 


cos 二 一 
包 


由 Dirichlet 判别 法 和 (-oo,+oo) 上 一 致 收敛 。 


刀 


(11) 设 wC- ar， RE 对 任意 的 正 整数 NW， 取 
十 X e 
m= 加 > 由 年 am- 下 <(Caora， 则 
血 X” X2 X2 MX 
= 2 十 十 … 十 一 一 > ee 
Ce (G+ 1 (GT+x2)m32 (GL+x2)2 (GL+x2)2 e 20， 


念 


9 条 件 , 由 此 可 知 半 二 


败 、\ 


ER 、 致 收敛 。 


2 
(12) 设 mC9 = Ra， boO=(CD"， 则 fo} 对 固定 的 x es(Coo,+oo) 关 
X 


于 nm 是 单调 的 ， 且 在 -e+o) 上 一 致 收 人 狂 于 雾 ， < 四 


Dirichlet 判别 法 ， 2 D"” 


2. 证 明 : 画 数 foo - 0 2z) 上 连续 ， 且 有 连续 的 导 画 数 。 


2 一 ~ 在 (-o +oo) 上 一 致 收敛 。 


COS mnX 
司 | 


Ri 站 六 2z) 上 连续 。 
设 c00- 立 CGesoD- - 立 29 下， 由 于 | -总 单 调 趋 于 零 ， 且 对 任 


意 的 0<5<r， 当 xse[62r-5] 时 ， 


1 X 
COS| nn 十 二 |X 一 COS 一 
| 2 


和 一 
2 


证 由 于 | 


5 3 二 收 全， 由 Weierstraass 判别 法 ， 2 


Sin 一 
2 


由 Dirichlet 判别 法 ， 可 知 - > 在 企 [52z-5] 上 一 致 收 代 ， 即 
2 企 (02z) 上 内 闭 一 致 收敛， 因此 c(0= -23 必 在 (0 2z) 


mn=0 六 


二 连续 。 再 由 逐 项 求 导 定理 ， 可 知 请 oO = cCo 在 (0 2z) 上 成 立 ， 即 
f(x) = >》 和 全 1 在 (0， 2z) 上 有 连续 的 导 丁 数 。 


3. 证 明 : 函数 foo = 2 在 企 (0,+o) 上 连续 ， 且 有 各 阶 连 续 导 酚 数 。 
证 ”对 任意 的 0<a<A<+o， 当 xs[a 骨 ,成 立 0<ne" snem， 且 >ne” 
收敛 , 由 Weierstraass 判别 法 ， > re "在 [入 上 一 致 收 生 即 > ne 在 
(0,+o) 上 内 闭 一 致 收 银 ， 所 以 fo = > ne" 在 竺 (0,+oo) 上 连续 。 

设 co = > oem =- ， 导 上 面 类 似 可 证 明 六 nze 在 
(0,+oo) 上 内 闭 一 致 收敛 ， 因 此 <(o = 2 在 (0,+o) 上 连续 。 再 由 逐 


项 求 导 定理 , 可 知 六 oo = co 在 (0,+o) 上 成 立 , 即 foo = > me 在 企 (0,+oo) 


上 有 连续 的 导 酚 数 。 
注意 到 (Decyneae (Kk=12) 在 (0+to 上 都 是 内 闭 一 致 收敛 的 ， 


m=1 


所 以 上 述 过 程 可 以 逐次 进行 下 去 ， 由 数学 妇 纳 法 ， 可 知 fo = 2 
在 (0,+o) 上 有 各 阶 连续 导 函 数 。 
4. 证 明 : 西数 六 去 在 (1,+coe) 上 连续 ， 且 有 各 阶 连续 导 丁 数 ; 酚 数 


邱 -在 (0+z) 上 连续 ， 且 有 各 阶 连 续 导 丁 数 。 
证 设 Foo= > 一 ， 对 任意 1<a<A<+o， 当 xes[a, Ma]， 成 立 0< 二 < 坊 
且 交 元 收 敛 ， 由 Weierstraass 判别 法 ， 六 二 在 [ww 人 上 一 致 收敛 ， 即 


n=l 六 
OO 


在 (+o) 上 内 闭 一 致 收 你 ， 所 以 fo = 2 ”在 (+ 上 连 
2 加- 2 且 对 任意 1<a<A< +oo， 1 致 收 


X 
dx\P n=l 7P 


敛 ， 即 - 2 在 (tm) 上 内 闭 一 致 收敛 ， 则 - 三 2 在 (+o) 上 连 车 续 。 
由 逐 项 求 导 定理 ， 可 知 Poo = - 2 即 foo 在 4+e) 上 有 连续 导 
鸡 数 。 


利用 4 人 -]- CD 了 K=12…， 可 以 证 明 ( (人 和 
X 


到 


上 内 闭 一 致 收敛 ， 同 理 可 得 fo 在 (+o) 上 有 各 阶 连 续 导 本 数 。 


设 o00 = 六 CD-， 由 Dirichlet 判别 法 ， 可 知 对 任意 0<a<A<+o， 
n=l 刀 
友 C 在 [人 上 一 致 收敛 , 即 六 CD- 在 (o +m 上 内 闭 一 致 收敛 , 所 以 
n=l 刀 n=l 刀 


g00= 王 CD 在 (+ 上 连续 。 
n=l 刀 


又 旭 | 呈 站 -oa ， 同样 由 Dicnlet 章法 ， 可 知 对 任意 


7 XX 


和 三 CD nn 在 [oa 上 一 致 收敛 即 立 CO 1 


P = =!| 


上 内 闭 一 致 收敛 , 所 以 呈 C9 一 " 在 (0+o 上 连续 。 由 逐 项 求 导 定 理 ， 
m=1 尹 


oo (_1TNn+L 、 
可 知 g(00= 立 C9 一 m， 即 90o 在 (o+o) 上 有 连续 导 画 数 。 
=| 刀 


利用 dd 二 了 四 12…)， 同 样 由 Dirichlet 判别 法 ， 


可 以 证 明 吕 CD 盖 囊 在 (oz) 上 内 闭 一 致 收 仇 ， 同 理 可 得 g(o 在 
mn=1 刀 


(0,+o) 上 有 各 阶 连 续 导 西数 。 
5. 证 明 : 画 数 项 级 数 fo = yarctan 可 以 逐 项 求 导 ， 即 
m = 一 1 尹 


d 2。 浊 X 
三 (x) = 人 5) 


证 ”本 数 项 级 数 三 (x) = > actam 记 对 一 切 X E (-oo,+oo) 收敛 ， 且 


1 
》 
2 X 
m 十 - 末 
刀 


d X 
一 (arctan 一 ) = 


国生 = 由 Weierstraass 判别 法 ， 可 知 和 arctan 1) 
7m = 六 


了 全 
2 X 刀 


刀 


在 (-c+o) 上 一 致 收 代 ， 再 由 逐 项 求 导 定理 ， 即 可 知道 


人 


外 X 
(arctan 一 )o 
了 dx P 


6. 设 数 项 级 数 ya, 收敛 ， 证 明 : 


(5 币 > = 》a，; (2) 站 >oxrdx 二 > 
X 和 m=1 呈 


证 () 首先 对 于 每 一 固定 的 xs[0,5) (5 > 0)， 二 关于 "单调 ， 且 对 于 


一 切 xe[l0,5) 与 一 切 m 成 立 0< 工 <1， 又 因为 ya, 是 数 项 级 数 ， 它 的 
刀 m=1 


收敛 意味 着 关于 x 的 一 致 收敛 性 , 于 是 由 Abel 判别 法 ， > 从 在 0.5) 上 


一 致 收敛 ， 因此 和 西数 之 公关 于 x 在 [o.5) 连 续 ， 从 而 成 立 


(2) 由 例题 10.2.4， 六 ax 在 [od] 上 一 致 收 代 ， 再 由 逐 项 积分 定理 ， 得 


到 


7. 设 由 0， GO9 在 区 间 (a, 思 连 续 ， 且 | 可 CO | <w 0 对 一 切 nEN 
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成 立 。 证 明 : 若 盖 w(o 在 (o, 廿 上 点 态 收敛 于 一 个 连续 画 数 ， 则 
> (00 也 必然 收敛 于 一 个 连续 画 数 。 
证 ” 设 任 意 财 区 间 [cdl < (已 。 由 于 w(CO>0 在 [cd] 连 续 ， 和 酚 数 
>w(9 在 [cd 连续 ， 则 由 Dini 定理 可 知 >w09 在 [ed 一 致 收敛。 
是 由 Cauchy 收敛 原理 ， 可 知 ve>0，3N，vm>n>N，vxercd]， 成 
立 


[uaCO+unsa(OO +…+un(Oo| 从 VnH(X) 十 Vn+2 (x) 测 十 Vm(X) <2， 


此 即 说 明 yu(o 在 [cd 一 致 收 伊 ， 因 此 yuwoo 在 [cd 连续 。 由 于 


[cdjc (o 沁 的 任意 性 ， 即 得 到 yw (oO 在 (co 中 连续 。 


8. 设 画 数 项 级 数 yu (9 在 x = ad 与 x = jb 收敛 ， 且 对 一 切 nENT ， 
Co 在 闭 区 间 [a 忆 上 单调 增加 ， 证 明 : yu (oo 在 [ao 中 上 一 致 收敛 。 


证 由 于 yu 在 x=a 与 x= 收 敛 由 Cauchy 收敛 原理 ， 可 知 


VE>0， <Eo 


< 与 [oo 
K=m+1L 


再 由 ww 在 [oo 上 的 单调 增加 性 ， 可 知 对 一 切 xs[ab， 成 也 


< | 二 


此 即 说 明 > wo 在 [a 中 上 一 致 收敛 。 


> uk(a) 


一 mi 十 1 


yw 


K=m 二 1 


> (D) 
一 mn 十 1 


9. 设 对 一 切 nEN , 好 0 在 x= a 右 连续 ， 且 yuw(o 在 x = a 发 散 , 证 明 : 
对 任意 8 > 之 0， yu Oo 在 (a， a+09 ) 上 必定 非 一 致 收敛 。 


证 采用 反 证 法 。 设 Yu 0 在 (oa+5) 上 一 致 收敛 , 则 


ve>03awvm>n>N，wve(wa+5, 成 立 | yw |< 


K=m+T 


>wljs: < 2E， 这 说 明 > (0 在 x=a 收 公 ， 导 条件 


K=m+L 


再 令 x-~> a+, 得 到 


矛盾 ， 所 以 wu (00 在 (aa6 ) 上 必定 非 一 致 收敛 。 


10. 证 明 酚 本 数 项 级 数 六 nl 1+ 7 
小 于 2m:2 的 任意 固定 正 数 . 
证 已 攻 ] 在 Faq] 上 单调 夫 加 所 以 


中- 四 jsml; 汪 jsnl | 
mnln“DP mnln<7m mnln<D7m 


人 | 要 局 
nln2D7m mnln“<DP 


-] 在 企 广 wa] 上 是 一 致 收敛 的 , 其 中 是 


由 于 袜 一 4 收敛 ， 所 以 衬 nl 1 -] 收 伍 ， 再 由 习题 8 可 知 
nl: 亲生 -j 在 [ ad| 上 一 致 收 义 。 
11， 设 


请 0 = 一 tanar 
GD) 证明 : fo 在 [or/2] 上 连续 ; 


(2) 计算 | :fooax。 
解 〈1) 对 一 切 xs[o 司 ， 有 


由 于 志 收敛 ， 由 Weierstraass 判别 法 ， 可 知 之 志 an 坟 竺 [0， 二 一 
致 收敛 ， 从 而 foo = 之 坟 a 志 在 由 恬 连 续 。 


2 


CO) 由 (D， 袜 六 加 过 在 区 , 上 一 臻 收敛， 由 逐 项 积分 定理 ， 


元 OO 
公 一 X  ， X oO 3.2nHl 9.DnHL 
2 f(COdx = ztan 一 qd 一 = 了 ] 放 一 一 一 一 nn 一 ， 
丰 8 2 2 呵 cos 人 IT < 
让 计 汪 


再 利用 例题 9.5.3 的 才 果 Tea 过 | 


X 


.克基 
汪 sin 一 一 
[2 fCOdax = | 
6 笃 sin 到 
6 2 
12 设 fo = > COS PX 
1 \Vna3 十 


(1) 证 明 : 人 
(C) 记 Fo = fod， 证 明 : 
V2 1 目 V2 
一 一 一 一 < 了 | 一 |< 一 o 


2 15 几 光 
证 (1 对 一 切 xs (Co,+oj， 有 
COS PX Us 
A\Vn3+D 2 
由 于 > 工 收敛 ， 由 Weierstraass 判别 法 ， 可 知 y -cosm 在 Co+wm 上 
mn 二 1 把 n=1\mn3 十 P 


7 2 


一 致 收敛， 所 以 oo= 二 站 革 在 (~， +u) 上 连续 ; 
n=l VDP ns + 


(2) 由 于 关 - 丰 于 在 (， +oo) 上 一 致 收敛， 由 逐 项 积 4 分 定理 ， 
x COSPL Sin mxX 


F(O= | Fodt= 友人 忆 - 关 ， 


10 


n 包 (-1TD7" 


克 7 


az 1 
入 六 富 全 新 
目 二 风 0 本 琴 
这 是 一 个 Leibniz 级 数 ， 它 的 前 两 项 为 妆 与 __L_ ， 志 以 
2 3wV30 
V2 1 2 <f[ 引 < 冯 
2 15 2 3vV30 
13. 设 fx = 2 oO 
(1 证明 foo 在 [o,+ we) 上 可 导 ， 且 一 致 连续 ; 
(2) “证 明 反常 积分 分 |，1CoOdx 发 散 。 


证 (1D) 由 -< 二 ， 了 工 收敛 ， 可 知 六 一 在 [0,+w) 上 点 态 收 
2 十 X 2 n=02 nc=02 ”十 X 


| 
(22 二 和 


多 :又 呈 2 -5 且 对 一 切 xs[o,+o)， 


ax\27 二 X 27” +X) 


三 坟 收敛 ,所 以 到 和 | 二 一] 在 mu + 四 上 一 致 收敛。 由 逐 项 求 导 定理 ， 


1 一 0Gx 
/= 福元 一 在 [0+a 上 可 导 。 


由 于 


|F(Cx)- fo]| = 二 2 


和 2 0 
2 X1 所 2 十 X2 2204? 


可 知 foo 在 [o, + em 上 一 致 连续 。 


(2) 人 fooOdx= | de > 之 人 区 -+ 盆 ) 


0 2K 十 X 


由 于 jim 总 n+ 全 |=t， 可 知 im 从 faod=+e， 所 以 反常 积分 


A 一 +ooj 0 


[人 三 (x)dax 发 散 。 


习题 10.3 罕 级 数 
1. 求 下 列 才 级 数 的 收敛 半径 导 收 敛 域 。 


( 盖 人 CO) 并 D"; 
G 二 CD 了 (x+ 
G fc ( 
人 Q> CD 
人 


解 (1) 设 六 人 让 站 = 半 oox ，Tmgloi|=3， 所 以 收敛 半 和 对 为 R= 了。 
当 x = 工时 ， >ox" =0+C3) 级 数 发 散 。 
当 x= -时 ， >ox" = >=[CD"+G 级 数 收敛 。 
所 以 收敛 区 域 为 D- 到 引 
CD) 设立 | 和-je- 交 =oe- 交 ， 亚 [=-1， 所 以 收 伍 半 
径 为 R=1l。 
当 x=2 时 ， 守 atx- - 写 1 二 级 数 发 散 。 


当 x=0 时 ， 立 ae-D"= 立 CD [3 本 + 引 通 项 不 趋 于 零 ， 级 
m=| 尹 


数 也 发 散 。 
所 以 收敛 区 域 为 D=(02)。 


上 了 工 ， 所 以 收 伍 


OO 
> aiX” ) limgla， = = lim = 一 一 
7=| 


半径 为 R=vV2。 
当 x= + 时 ， 人 级 数 收敛 。 
7 =] m=1| 
所 以 收敛 区 域 为 D= 上 V2.v2|。 
(4) 设 >( JJ)" DCx 4 = caD"， 画 吨 |=1， 所 以 收敛 半 
径 为 R=l 。 
当 x=0 时 ，ya (x+D - 立 CD" 2 是 Leibniz 级 数 , 所 以 收敛 。 
7=| 1=1| 
当 x= -2 时 ， > (x+T” - 级 数 发 散 。 
m=| 
所 以 收 盆 区 域 为 D=(- 2.0]。 
证 忌 3 (1x 一 项 3 4 光 人 加 
设立 江 2 -加 3 罗 


所 以 收 勾 半径 为 R= te， 收敛 区 域 为 D= (-m+oo)。 


1 三 号 0(X 志 的 ” lim| 一 二 
m=1 


“| an 


oo 志 oo 一、 “ 下 AAAZ 、\ 
(6) 设 了 =>ax"，limgla,| = limn 昌 加 =1， 所 以 收敛 半径 为 
n=2 nm=1 2 人 7 
及 一 1。 
当 x= 世 时 ， 显 然 >aux 收敛 ， 所 以 收敛 区 域 为 D=[1]。 
和 = 


QnrH 
Q) 


(7) 设 六 于 zx" = oox" ，lim|oa| = lim +DL .|- 工 所 以 收敛 半 
mL n=1 no (n+ 了 TI e 
径 为 R=e。 


当 x=+e 时 ， oz = 半 上 人 to) ， 应 用 Stirling 公式 
=| 


mn=! 六 


由 一 VDFm en (n 一 oo)， 


可 知 级 数 的 通 项 所 人 te 不 趋 于 雾 ， 因 而 发 艇 。 
ea ee)j。 


2! _ 忆 naQna (CA+DI (2 1 工 站 
(8) 设 六 人 (27m! X ”一 这 0 》 Jim | (nD? |- 4) 所 以 收 
敛 半径 为 R=4。 


当 x=+ 上 4 时 ， >oox - 主 Degy"， 应 用 Stirling 公式 


击 杰 
m! 僵 V2zn 2e (nn 一 oo)， 


可 知 级 数 的 通 古 项 人 4" 不 趋 于 零 ， 因 而 发 散 。 


所 以 收敛 区 域 为 D=(-44)。 


(9) 设 人 xn 一 axXn ， limjeaaa 


1 (2m TDT mn=l1 n->o| Q) 


以 收敛 半径 为 R=l。 


- 基 | 呈 和 2 二 | -1 所 
no (2n+3)1 (2m8 


当 x= -1 时 ， > 2 -之 1T" 是 Leibniz 级 数 ， 所 以 收敛 。 


(2n) 人 和 全， (2m1 . D， 
汪 oox 0 有 


由 Raabe 判别 法 可 知 级 数 发 散 。 


所 以 收敛 区 域 为 D=[1。 
2. 设 o>b>0， 求 下 列 过 级 数 的 收敛 吉 。 


工 
三 人 三 二 


P+1 


ee] Q7” 万 ” DO 
十 二 三 恕 : 训 一 
山 让 O 二 ” 
(3) ax+Dbz+ 扫 DT 二 ax 二 DO 十 


2 


解 () 责 || 全 全 | =， 所 以 收 全 半径 为 R= 


当 x= -二 时， 中 党 j- 下 SS Re ce 级 数 收敛 。 


= 尹 


2a 刀 


当 x = 工时 ， 下 一 -二 | ， 儿 & 


所 以 收敛 区 域 为 D-| -二 二 |。 


Q Q 


C) 诅 必 - 工 _- 工 所 以 收敛 半径 为 R=o。 
na +b 9 


和 是 项 二 7 ， 所 以 收敛 区 
域 为 D=(-a,a。 
(3) 设 ax+pb 和 + 人 和 二 及 二 GOXO + X2n 二 cxXn ， 则 
村 


imgle,|= = lim nan =- Va ， 所 以 收敛 半径 为 R= 


广 。 
当 x=+- 记 ， 盖 cx 的 通 项 不 趋 于 雾 ， 级 数 发 散 ， 所 以 收敛 区 域 
二 

为 p-[- 韦 志 - 


3 翰 > X 人 x" 的 收敛 半径 分 别 为 Ri 和 R， 讨 论 下 列 需 级 数 的 
收敛 半径 
(1 ) 2 0 (2) > ro)x 


(9) > obx"。 
解 (1) 设 》axz 的 收敛 半径 为 R。 
当 几 <\ 丽 时 ，>ox2 收敛 ， 当 几 > 届时 ，>ox2 发 散 ， 所 以 


及 = Ri o 


(2) 设 》(a +b)xe 的 收敛 半径 为 R。 


当局 < min(R,R2) 时 ， > oo， +bxz 收 敛 。 
当 轩 > min(R,R)， 玉 =R 时 ， >Co, -box 发 散 。 
但 当 R =R, 时 ， os rpox 的 收敛 半径 有 可 能 增加 ， 例 如 
立 ox = 三 x ， 收 敛 半径 为 1， 三 px = 灾 二 -中 收敛 半径 也 为 1， 
但 》(a +pyx 的 收敛 半径 为 ?。 
有 二 的 全 
(3) 设 2opwx 的 收敛 半径 为 R。 
由 jingloolslimnglo,| ins， 可 知 R> RiR:。 


上 式 等 号 可 能 不 成 立 ， 例 如 > ax" = > xz ， 收 敛 半径 为 1， 


>ax=Y>x2a， 收 敛 半径 也 为 1， 但 apxe 的 收敛 半径 为 R-+m。 
mn=0 mn=0 mn=0 


4. 应 用 逐 项 求 导 或 逐 项 求 积 分 等 性 质 ， 求 下 列 需 级 数 的 和 画 数 ， 并 
指出 它们 的 定义 域 。 


27m 


>me O 2 
G CD (省 六 1 
隔 > rm+Dx (6 人 汪 
(7 


解 〈1) 级 数 》nmx" 的 收敛 半径 为 R-1， 当 x=44 时 ， 级 数 发 散 ， 所 以 
定义 域 为 D = (1LD。 


设 SOo 天 yn ， 丰 (x) = SR 三 Po ) 利用 逐 项 求 积 分 ， 得 到 
7 =] XX m=1 


Jroow=Yf me-2x= 记 ， 
所 以 
= |( 声 二 
C) 级 数 入 产 二 一 的 收 伍 半 圣 为 R=1， 当 x=+l 时 ， 级 数 发 散 ， 所 以 


定义 域 为 D = (10D。 


27 


设 509= > 过 ，fCo=xsCoO= 宇和 利用 逐 项 求 导 ， 得 到 
mn=0 P 十 工 


1 
Po=>x = 一 一 
之 1 一 X2” 


所 以 


8 dx ss 
X'01_x2 2x 1-x 


(G3) 级 数 六 CD ”mx 的 收 生 半 和 径 为 R=1， 当 x=+l 时 ， 级 数 发 散 ， 


所 以 定义 域 为 D=(-1LD。 


设 sSoo = 亲 (CDeain2xn ， fo = > 人 Din 2 xn ， 利 用 逐 项 求 积 
7 =| 


分 导 上 面 习 题 “1)， 得 到 


7FCOdx = 人 四 2 光 MX” 一 二 本 
所 以 
dd X X( 一 X) 
汪 (+ 
(4) 乡 敛 半 和 ， 当 x=+l 时 ， 级 数 收 公 ， 所 以 


定义 域 为 D =[-13。 


设 S(o = > 下 fOo = xS(x) = 克 ， 利 用 逐 项 求 导 ， 得 到 


m(P + 了 T +1T 


所 以 


让 xe[-13D， 
X X 
而 SO)= > 注意 sO 也 可 利用 scoo 在 C20 上 的 连续 性 ， 由 极 
限 SO = lim SCO =1 得 到 。 
(5) 级 数 2n+Dx' 的 收敛 半径 为 R=1， 当 x= 芭 4 时， 级 数 发 散 ， 所 
以 定义 域 为 D=(-1D。 


设 SCo = >m+Dx ， F(x) = 


> 沁 -ynn+Dx ， 利 用 逐 项 求 积分 
站 E 江 


导 上 面 习 题 〈“1)， 得 到 
1 FCoOdx = > n(n+TDxn dx = ya +Tx" = 人 
?本 n=1 (1 一 X 


所 以 


d 1 2X 
9 -1 |= 一 
ee 有 癌 G 


半生 
念 


(6 


oo 27 oo 2P 一 | 
、\ 族 X 由 X 二 
设 S(OM) 人 则 So 2 由 SOO+S' OO =e* 年 


So-SOoO]=e““， 即 可 得 到 


S(x) = G +e“)。 


(7) 级 数 六 的 收敛 半径 为 R=- to， 所 以 定义 域 为 D= (-o+o)。 


设 so0= 中 2 ， 则 [sood= 立 一 -=xe*-0， 所 以 


S(x) = 和 e: = 浊 | (L+x)e”“ 一 1o。 


注 本 题 也 可 直接 利用 例题 10.3.6， 得 到 


oo oo 1 一 oo 
SEE 三 文 》 = 人 
m 吕 了 (mn 一 J! ml 


5. 设 Foo = > ov ， 则 不 论 > ax 在 x= 是 否 收 敛 , 只 要 -xm 
在 x=r 收 敛 ， 就 成 立 
一 < Qn m 二 | 
| roodx = 2 


局 


并 由 此 证 明 : 


mn 汪 = 之 二 。 
证 由 于 > -2 xm 在 x=r 收 敛 , 可 知 六 -2 x" 的 收敛 半径 至 少 为 r， 
所 以 > oux 的 收敛 半径 也 至 少 为 r。 当 xslor)， 利用 逐 项 积分 ， 得 


到 


X cdQ 
X dx 本 用 XnHI 
Fo 2 


由 于 二 ro 收敛， 可 知之 ”在 中] 连 车 续 ,， 邻 x~>r-， 得 到 


六 所 Qn m+1 
X)dx = 
jfoo 包 对 4 


对 Fo= = 一 二 利用 上 述 结果 ， 就 得 到 


| = 盖 as -六 
6. 证 明 : 
(0 _ 
(2) y = 满足 方程 xy” +y' - y= 0。 
证 (〈1) 连续 4 次 逐 项 求 导 ， 得 型 
oo X4n0-4 oo 
(4) 肥 
由 汪 二 | -三 
(2) 应 用 逐 项 求 导 ， 风 全 
oo m 一 2 
人 X 
2 TDInl 7 2 二 
于 是 
7 一 1 oo XmTL oo Xe 
ee 2 TDInl + 
7. 应 用 知 级 数 性 质 求 下 列 级 数 的 和 
二 = n-1 尹 。 机 下 1 
2 (人 之 元 页 ; 
G ee Xe 
区 Sa 
G 2 3" 5 0 人 2?"(n02 -1T” 
(7 


解 〈1) 设 109= 半 CD ， 合 gQ0= 了 =- 半 CD nx" ， 利 用 和 逐 项 
7m=| mn=| 


所 以 


宝 nm 1 “之 
( 也 0 
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C) 设 7Co = 立 2x" ， 利 用 逐 项 求 导 可 得 
m=1 


foO -nm 一 ， 


所 以 


3) 首先 由 逐 项 求 积 分 可 条 


欢 

[Ms 
又 
六 


本 
n=1 G- 间 ” 


再 利用 逐 项 求 积 分 ， 得 到 


吕 


| FCOdx 加 六 = 让 
于 是 
= 人 人 = 的 
三 x) = 人 
所 以 
nn+2) 工 _ 二 
志 4 1-27。 


(4) 设 Foo=Yym+D2zx" ， 利 用 逐 项 求 积分 可 得 
mn=0 


| FCOdax = 0 三 2 = 人 ) 


1 上 +X 
(3 


1 oo = 


所 以 


的 和 这 
人 


61 


OO 


> 


m=1 


nn 二 2)x ， 


CD _ xm， 仿 g00=x 邓 0 = 衬 CD xz ， 利 用 逐 项 求 
工 n202Pm 十 工 


(5) 设 F(x) = Y 


27 十 
导 可 得 
dg(x)= arctan x ， 
于 是 
arctan X 
Ce 
所 以 
o0 1 1 \V3 
二 二 二 人 作 王 汪 三 全 二 元 < 
饼 ) 了 ODN 6 
oo (_TNn+L 而 
(6) 首先 由 逐 项 求 导 可 得 六 一 xz-Imnd+a。 设 100= 守 与 xn， 
nm=| mn=27 一 


合 g00=xr(O= 衬 GD xm， 则 
n=27 ”一 工 


9 (= >， CD X"” 一 y CD xn = XinGL+x)， 
]. 一 工 mm 7 
于 是 
1 .x 1 1 1 
三 0) -二 jxlnG+ X)dx =- 了 CX-Dlnd+ 六 一 本 x+， 
所 以 


8. 设 正 项 级 数 》o 发 散 ，A = oa, ， 
收敛 半径 。 
解 设备 级 数 半 ox 的 收敛 半径 为 &， 半 ax" 的 收敛 半径 为 忆 。 由 


n =0， 求 需 级 数 》ax" 的 
mm HE 


0<a<A4， 可 知 尺 >R ; 又 由 ya, 发散， 可知 R <1。 


周 于 


lim A = lim AH 一 qdn+l 
人 AD 2 人 


可 知 R =1。 结 合 上 述 关系 ,得 到 六 =1。 


三 二 5 


9.， 设 fo = > 二 x 5 


m=| 


ee 赤 在 | -二 了 上 可 时 ; 
(2) foo 在 x= 二 > 处 的 左 导数 是 否 存在 ? 


下 三 的 收敛 半 和 对 为 R- 了 ， 且 在 x -+5， 级 数 收 敛 ， 由 Abel 


第 二 定理 , 立志 x 在 | -二 了 | 上 一 致 收 化 ,所 以 TO- 立 王 x 在 |- 半 


2 


由 于 量 玉 |]- 王 有 对 任意 5>0， 妆 生 人 


1 工 
2 2 
一 致 收敛 ， 即 立 2x 在 | - 半 二 ] 上 内 闭 -一 致 收敛 ， 由 西数 项 级 数 的 汉 
项 求 导 定理 ， 1C9= 和 在 在 |- 引 上 可 导 ， 且 Poo = 三 的 
(2) fo 在 x= 了 处 的 左 导数 不 存在 。 


全 -2x, 则 1 - 王 六 =- 衬 与 。 合 9Q0- 与 。 利 用 逐 项 求 导 
1 1 刀 
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定理 ， 可 以 得 到 
L_ nd 一 W 
4 LU 


其 中 es[-10。 应 用 EL'Hospital 法 则 ， 得 到 


9gD=| du ， 


工 
三 oO 一 三 ) _ _ 
和 省。 动 du-[ md 中， 
区 二 工 it 一 1 :0 0 于 
2 
和 
一 二 一 工 U t 一 1 一 上 
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习 题 10.4 画 数 的 寡 级 数 展开 
1. 求 下 列 函 数 在 指定 点 的 Taylor 展开 ， 并 确定 它们 的 收 勾 范围 : 


QT) 1+2x-3x+5x ，xo= 1 (2 互 ， X0o 三 -1 
G 2 》 X0 一 0; (4 Sin X%， X0 一 

2 一 X 一 X 6 
(5) Inx ， xo=2; (6) 34- 安 ， x0= 0， 

一 工 
(7 蜀 二 :省 (8 (1+Oin(-NDO，x= 0; 
(9) In 人 xo= (0 (0) = x0= 0。 
1 一 x 工 一 X 


解 〈1) 倒 x-1=t， 则 
1+2x-3x+5x =1+2(+D-304+D2+5C+Ds 
=5+11t+1l2t+5t3=5+11x-TD+12(x-D2+5(x-D3。 


因为 级 数 只 有 有 限 项 ， 所 以 收敛 范围 是 D = (-m,+o)。 


(2) 由 二 - -=y(x+D"， 应 用 逐 项 求 导 得 到 


工 一 +1 nm20 


一 yn(x+Doa 三 多 (n+D(X+D 


X 


级 数 的 收敛 半径 为 R=l。 
当 x=-2 导 x=0 时 ， 级 数 发 藤 ， 所 以 收敛 范围 是 D = (-2.0)。 


(3) 一- 2 ] 


2 一 X 一 X (2+X)(L-X) 3A1-X 2+X 


引 有 E: | = 弘 - 包 ” 上 
mn=0 3 n20 


3 mn=0 溺 2” 


级 数 的 收敛 半径 为 R=1l。 
当 x=+l 时 ， 级 数 发 做， 所 以 收 义 范围 是 D = (-1D。 


(4) Sin X= Sn xX 一 到 人 =sin 和 cos X 一 到 十 cos 工 sin X 一 到 
和 Re 


十 X 
ORG 6) 2 气 (C2n+DL 6 


-> 划 = 允 )2 \3 (一 人 尖 


级 数 的 收敛 半径 为 R= +o， 所 以 收敛 范围 是 D = (-oo+oo)。 


(5) Inx=lnl2+(x 一 2=-ma2+nl1+ 二 二 2- m2+ 立 忆 
级 数 的 收敛 半径 为 R=2。 


当 x= 4 时， 级 数 为 mn2+ 立 CD ， 收敛 ; 当 x=0 时 ， 级 数 为 


In2+ > 一 ， 发 散 。 所 以 收敛 范围 是 D= (0.4]。 


7 = 


2 区 中 工 
6 5 四 -到 小 


级 数 的 收敛 半径 为 R=2。 


工 


1 
当 寺 = 了 2 时 so 让 人 eol 中 则 
mn=0 刀 


刀 
imy 区 1 -和 > 
7 一 >oo | 一 >o0 3m 一 1 3 


由 Raabe 判别 法 ， 级 数 收 敛 。 所 以 收敛 范围 是 D = [-2,2]。 


) 2 X 一 1 人 D" = 号 CD 一 w_D"。 
X 一 上 -0 2 m = 2 


级 数 的 收敛 半径 为 R=2。 
当 x=3 与 x=-1 时 ， 级 数 发 散 ， 所 以 收敛 范围 是 D = (-13)。 


(8) dr+nd- = (+ (二 xo] 引 二 jj 
m=1 刀 记 三 之 一 工 


刀 


级 数 的 收敛 半径 为 R=1l。 


当 x=1 时 ， 级 数 发 散 ; 当 x=-1 时 ， 级 数 收 勾 。 所 以 收敛 范围 是 


D=[-10。 


(9) In -了 [nd+ x-InGL-x)| 
一 X 


mm 一 1 让 
和 也 “| 工 2 


P ”所 2n+1 


上 
本 

级 数 的 收敛 半径 为 R_1。 
当 x- 妇 时 ， 级 数 发 散 ， 所 以 收 钱 范 围 星 D CD。 


XX 刀 ， 匡 1 1 


设 级 数 的 阅 项 的 系数 为 mw， 则 


1 
全 3 之 
三 本 是 


所 以 级 数 的 收敛 半径 为 R=1l。 


当 x=+l 时 ， 级 数 的 通 项 不 趋 于 雾 ， 级 数 发 散 。 所 以 收敛 范围 是 


厂 = (-1L1)。 
2. 求 下 列 函 数 在 xo = 0 的 Taylor 展 开 
国企 玉 ， () emx 至 x4 ; 
S]l X 
(3) In cos x 至 xs ; (4 于 至 x 
= 
1 X _ X 1 
解 Sin x 工 3 1 5 -人 > 1 4 ] 
120 6 120 


(2) 人 
2 6 24 


1 工 +X 


(4) = +2Cc+X2 +X3+xX4+:) =1+(X+X +X3TX4 + 


工 一 X 
-GT 4 
2 0 人 

2 2 8 


3. 利用 需 级 数 展 开 ， 计 算 下 列 积分 ， 要 求 精确 到 0.001。 


() | 2 ， (2) 「 cosx2dx ， 
天 arctanX 5 +to dx 
(3) [ 人 》 (4) | 
1Sinx 1 
尝 外 反 ae 
_ 忆 11 (CD (-1D” 
1 4 
这 是 一 人 0 级 数 , 其 误差 不 超过 被 舍 去 部 分 的 第 一 项 的 绝对 值 ， 
人 由 于 = 0.00003， 因 此 前 面 4 项 之 和 的 小 数 部 


(2n+DI(C2n+DT” 
分 具有 三 位 有 效 数 字 ， 所 以 
袜 sinx 站 x 一 他 (- 了 1T” 站 


0 A20(2n+TDI(C2n+DT) 
1 ; 1 
(2) | COSX dx=| So 
1 (一 D ,4 & (1D” 
站 -过 [ (2 人 
这 是 一 人 Lan 级 数 , 其 误差 不 超过 被 舍 去 部 分 的 第 一 项 的 绝对 值 ， 
设 w = 一 -~  ， 由 于 ww =0.0001， 因 此 前 面 4 项 之 和 的 小 数 部 分 具 


二 +1T 


有 三 位 有 效 数 字 ， 丙 以 


3 _ Ti 
| cosxX“ dx 人 六 全 
nm20(2m)!(4n + 了 


(3) 民 arctanx | ， 本 六 CD"” mx 二 
0 X 0 ni202n 十 1 


0 
是 中 27 4 人 2 
这 是 一 个 Leibniz 级 数 , 其 误差 不 超过 被 舍 去 部 分 的 第 一 项 的 绝对 值 ， 


、 1 1 3 尖 羡 
设 w = 二 由 于 um = 0.00016， 因 此 前 面 4 项 之 和 的 小 数 部 
刀 十 


分 具有 三 位 有 效 数 字 ， 所 以 


2 arctanX ， 3，(-D" 1 
| 受 dx 全 2 Dr 
n=0(27 十 了 分 
+to dx 十 oo dxX 【+oo 芝 (-1T? 1 
(4) | | 1 中 之 X3n 全 
X 二 让 
tmCD” ，_ 台 _ CD” 
之 上 X3n 名 可 25 》 
这 是 一 个 Leibniz 级 数 , 其 误差 不 超过 被 舍 去 部 分 的 第 一 项 的 绝对 值 ， 
设 w =- 二 由 于 = 0.00004， 因 此 前 面 4 项 之 和 的 小 数 部 分 
刀 一 


具有 三 位 有 效 数 字 ， 所 以 
传 dx 4  (-1TI- 


一 
一 一 


2 岂 洛 7 所 (3n 一 阅 23"71 


一 一 
一 一 


4 应 用 e-1 在 x = 0 的 索 级 数 展开 ， 证 明 : 


X 


证 和 二 - 工 并 -0- 立 一 
灾 区 习 1 

应 用 逐 项 求 导 ， 得 到 
Xe 一 e +1 忆 mx 
x2 名 (n+DD 


以 x=1 代 入 ， 即 得 到 


7 一 | 


OO 


7 
二 (n+DL 
5。 求 下 列 本 数 项 级 数 的 和 男 数 
(了 ) 2 (一 了 于 [区 ) 


这 mn+TDN2 一 X 


二 工 
(2) 上 1 
CD” .tw ， 应 用 逐 项 求 导 ， 得 到 


解 0) 合 fO= 立 CT 


PO= 立 CD =- 工 ， 
m=1 [ 


于 是 
POD=ind+r0，fFODO=| nd+bodt=G+bmnd+D-t， 


从 而 得 到 
o 7_ 1TNn-lL 
(CD .tn 三 全 区 矶 向 二 下 te[-11]。 
下 mm 十 卫 [ 


以 | 代入 ， 得 到 


20x” 二 1n 2(X“ +4) 


吧 (| 2 基 。 | 和 
2mn(n+DN2 一 X (x+2)” (x 一 2)” 
(2) 由 级 数 乘法 的 Cauchy 乘积 ， 
下 [站 - 上 和 
= 刀 mn=0 n=l 尹 二 二 赤 工 一 X 
其 中 xs(-1LD。 
6， 设 {a,} 是 等 差 数列 ，b > 1， 求 级 数 > 的 和 。 
解 设 o =c+(n-Dd， P 王 12,……， 则 
一 二 三 一 +d 
2 ， 
工 2 则 | 


刀 
六 一 
一 

刀 


1。 设 100= 


=2 


首先 我 们 有 号 二 -二 下: 
局 
2 ao xn X 1 X 
汪 


于 是 Fo = 人 所 以 


从 而 得 到 
Rn-Ll cb-TD+d 


一 =C> 一 +q 生 oO 
包 玉 乞 柬 馆 bm -1D? 


7， 利 用 震级 数 展开 ， 计 算 | -2 ax。 


二 


ln x RS ee 人 1 
解 dx = x2n ln xdx = xnxdx=-》 ~- 
| 一 | (2 ) 二 包 1 


oo 2 
利用 例题 10.4.6 中 得 到 的 结果 并 一 = 互 ， 等 式 两 边 乘 以 ， 得 到 
mn=L 刀 


立 _1_ - 志 ， 两 式 相 减 ， 得 到 


2 2 
1 元 
名 1 和 
于 是 得 到 
人 In x 人 


8 (TD) 应 用 开 = arctan 了 + arctan 了 ， 计算 区 的 值 ， 要 求 精 确 到 10” ; 


(2) 应 用 = arcsin， 计算 工 的 值 ， 要 求 精 确 到 10”。 


1 RS 1 1 
解 (]) 7 >》 (一 却 1 十 ] 


| 2P 一 1 噩 2 
这 是 一 个 Leibniz 级 数 , 其 误差 不 超过 被 舍 去 部 分 的 第 一 项 的 绝对 值 ， 
泛 二 汪 | 本 < 呈 | 由 于 ww 二 0.000038， 因 此 前 面 7 项 之 和 的 小 
27 一 1 D2 及 二 习 <7 
数 部 分 具有 四 位 有 效 数字 ， 所 以 


2 4 1 1 
元 信 T" 十 人 3.1416 
) 去 -去 32n-1 ] 忆 


c9 一 1 
(2) 六 =6arcsin 工 - 工 + 六 全 和 o 
2 2 和 扣 (2mUC2mn+D 22n31 
四， Cn-Du 1 < 工 _ 工 =~ 丸 此 前 
人 由 于 w < 藻 之 5 0.0000125， 因 此 前 面 


7 项 之 和 的 小 数 部 分 具有 四 位 有 效 数 字 ， 氛 以 


让 1 .6 27 一 1 1 
z=6arcsin 一 1 _ Cn-bU 


一 一 全 3.1416 
2 和 所 (2m1(2n+TD 22031 o 


9， 利 用 特级 数 展开 ， 计 算 『e ax 的 值 ， 要 求 精确 到 10-。 


SR 总 CD 
解 | dx 人 X 之 | dx 

_D 人 

= 2 m3+ 守 -1 去 上 


这 是 一 个 Leibniz 级 数 , 其 误 兰 不 超过 被 舍 去 部 分 的 第 一 项 的 绝对 值 ， 


设 wm = 二 il 二 由 于 赂 <0000033 ， 因 此 前 面 8 项 之 和 的 小 数 
ml(n 一 
部 分 具有 四 位 有 效 数 字 ， 志 以 
fe 训 =2-ms+z E， 于 j= 
n22ml(n 一 了 


习 题 10.5 用 多 项 了 式 通 近 连 续 函 效 


1. 求 f Oo = 友 的 Bernstein 多 项 式 B (1 , 四)。 


解 了 B,( 廊 x) = 呈 cfea-or K -ex “UL X)nK 二 


2 ov 号 CVd-aOn 


利用 等 式 ” ck -<. 一 工 -=Cc 扩 ， 可 分 别 得 到 
及 大 )! 
ku- 风 2)cux x_n = 人 
K=3 Ke3 九 
芭 (一 oo- 2) x 过 CE 二 友 7 卫 (-DU 一 2) x3 ， 
一 


7 


之 eeC 卫 和 天 性 三 通 人 5 之 2 卫 We xk(1 一 过 
_ 卫 cf 2 is 
mi m 
Re K -二 二 KxKG An 
K=1 7 K=1 
二 汪汪 CTXTGL 一 xn 2 
mn jl m 
所 以 
B (1,= couxd ar- k _ (Cn 一 下 2) X3 0 2 有 
jn m m 
2 设 放 = REI0 TH 求 它 的 四 次 Bernstein 多 项 式 B,(f ,0)。 
解 B4(j >x) = 2 cfxk(- 和 4 


=2x(L -x+ 人 X) ”十 2wV3x3( -站 十 X4 

=(3V2 -2vV3-Dx4+2(03+wW3-3V2)x3+3(V2 -2)x2+2xo 
3. 设 foo 在 [a ] 上 连续 ， 证 明 : 对 任意 给 定 的 es>0,， 存 在 有 理 系 数 
多 项 式 PoO， 使 得 

|PCO=- f(x) <Eo 

对 一 切 xE[a, b] 成 立 。 
证 ”由 定理 10.5.1， 对 任意 给 定 的 e>0， 存 在 多 项 式 Q(x) ， 使 得 对 一 
切 xs[ab] 成 也 


ec -foaol<>。 
设 Qaoo = 六 xx ， 其 中 中 K= 012… 四 是 实数 ,由 于 有 理 数 集合 在 
K=0 


实数 集中 是 稠密 的 ， 可 以 取 有 理 数 ao (KK=012…m 分 别 慎 
pb UK = 012…, 站 充分 接近 ， 令 Poo = axx， 使 得 对 一 切 x sta 电 成 立 
K=0 


|POO-QCol< 5。 


于 是 
PCOO- Fool<|PCooO=-Qool+IQooO- Fool<e 
对 一 切 xs[a 吴 成立。 


4. 设 foo 在 [ro 妇 上 连续 ， 且 对 任 一 多 项 式 g(9 成 立 
| roogcodx=0。 
证 明 在 [oa 己 上 成 立 foo =0。 

证 ”由 定理 10.5.1， 对 任意 给 定 的 es>0， 存 在 多 项 式 PCO， 使 得 对 一 
切 xs[a 器 成立 

|POO- Fool<e。 
由 于 

FEfCO-PCOPdax= [FoO-2fCOPCO+P2COldx = [|LF2CO+P2COldx， 
所 以 
忆 PCOdx<f IF2cO+P2OOldx =[LFOO-PCOPadx<-ae?。 

由 s 的 任意 性 ， 得 到 

已 PCOdx=0， 
再 由 Fo 的 连续 性 ， 得 到 

foO=0。 


5. 设 mOoO=0， 人 (On = 0,12…)， 证 明 : {p (COJ} 
在 -LI 上 一 致 收银 于 | x | 。 


证 首 和 有 0< 肠 (0O< 思 。 设 0<POO< 人 ， 由 于 西数 MD =t+ 半 :在 


te[01] 是 单调 增加 的 ， 所 以 有 


2 2 
X “一 卫 
0<P. (CO = P. (CO+ 人 委 | 测 


由 数学 兴 纳 法 得 到 对 一 切 上 自然 数 " 成 忌 


0<P(x) <| 才 。 


2 生 
-了 9， 又 得 到 P_ (09> P 0， 所 以 本 数 序列 


于 是 由 PC = 已 (x+ 
{P, (9 在 FE 上 收敛 。 


2 
设 lim P,CO = PCO ， 对 等 式 P ,CO =P OO+ 人 两 边 求 极 限 ， 


2 _P2 
得 到 PQO= PCQ0+ 革 -， 思 ， 于 是 解 得 PoO = 几 ， 并 由 Dini 定理 可 知 


fo9} 在 上 上 是 一 致 收 勾 于 轩 的 。 


第 十 一 章 ”Euclid 空 间 上 的 极限 和 连续 


一 人 、 


习题 11.1 Euclid 空 间 上 的 基本 定理 


1， 证 明定 理 11.1.1 : 距离 满足 正定 性 、 对 称 性 和 三 角 不 等 式 。 


证 (a) 显然 有 |x- yeE0， 而 且 
|x-yF0 人 XXX= (=12 mn) 仿 X=yo 
人 b) 由 距离 定义 直接 可 得 
|x-yFy 一 xlo 


(c) 由 于 
f(D = 一 切记 > 202 on + 汪 才 
所 以 关于 上 述 两 次 三 项 式 的 判别 式 有 


[oj 人 
je 和 i=| 


即 
于 是 
ya 十 廊 ) -yb 十 起 aiD + ya 
斌 1 > 三 并 并 
刀 九 刀 刀 刀 刀 
< 区 全 十 2 全 +>》 da 一 ( 芝 3 ， 
i= ET 站 LS 7 在 
即 


EL i=1 i=1 


全 油 三 着 一 六 三 六 一 五， 则 有 


|x 一 2 上 jc 一 2 -上 ec +D) 


< 人 2 + =|x-y|+|y-z|。 
让 E 


2， 证 明 : 若 R" 中 的 扣 列 {x 收 代 ， 则 其 极限 是 唯一 的 。 
证 假设 x 和 y 都 是 点 列 fx } 的 极限 ， 则 ve>o， 
3N,VK> Ni:|x 一 XI<2， 
3N,VvKkK>N :| xi 一 y|<co 
于 是 当 K> max{N ,N,} 时 ， 成 立 
|x-ykx-xl+lx-yK22， 
由 于 = 是 任意 正 数 ， 所 以 x=y， 即 极限 是 唯一 的 。 
3， 设 R" 中 的 点 列 {xj 和 {y} 收 介 ， 证 明 : 对 于 任何 实数 ww， 成 立 
等 式 
jim(axx + ) = C jim xx 十 limyxo 
证 议 lim xxk=X%， limyx = 多 则 Vse>0， 
3N,vKkK> Ni:| xi 一 Xx|<2， 
3N,，VK> N, :| 几 一 yl<2， 
于 是 当 K> max{N ,N} 时 ， 成 立 
[CCx+NyD)-CX+AO 加 cxI+yl<dxl+12De， 
所 以 
lim(oxx + 应 虽 三 C ]im Xk 十 limyxo 
4， 求 下 列 R? 中 子 集 的 内 部 、 边 界 与 财 包 : 
(1 S= {OoyIx>0yz=0l ) 
(2) S = {(xy)10<x2 二 因 入 和 ) 
(3) S = 人 
X 
解 (1) S ={xy)x>oyz0} ; 9S ={xyjx=0 或 xc>0y= 0 
S={xyx>o 
(2) S = Key <X 十 多 人 0S = 人 eye +y = 0 或 性 +y 人 
S = ke 二 多 < 直 


省 


(3) S = 人 纪 ; 6S= em 


ee 
0<xsTy-sm 故 x-o-1sys]| 
X 


S = |c J 


0<x<1y-sm3 或 c=0-1sy<]|。 
X 


2 


5. 求 下 列 点 集 的 全 部 聚 点 : 
天 
1) S= 4(- 人 -一 | KK=12..》 
\) | 天 | 二 贡 ， | 
(2 三 [Eee | 


(3) S = {(x, 站 | (x+y20y2 一 x+T 芝 0}。 


解 D) S = 世 4。 


(2) S = 人 。 


(3) S = ke --Xx2 +1< 0 上 | 
6. 证 明定 理 11.1.3 : x 是 点 集 S (<R") 的 聚 点 的 充分 必要 条 件 是 : 存 
在 S 中 的 把 列 {xdj， 满 足 xk #x《〈《K=12…)， 且 lmxk=x。 
证 必要 性 : 假设 x 是 点 集 $ 的 聚 点 ， 对 于 5= 二 ， 在 x 的 5= 邻 域 中 任 
取 一 点 xi 天 X， 则 有 lim xx 一 X o 
充分 性 : 用 反 证 法 。 假 设 x 不 是 点 集 S 的 聚 点 ， 则 在 x 的 某 邻 域 
o,5),56>0 中 ,最 多 只 有 S 的 有 限 个 点 , 所 以 snogx,5)-{x 为 有 限 集 ， 
于 是 da =inf{l y 一 X| yesSy 基 xj>0， 故 不 存在 $ 中 满足 x/ 天 x 的 点 列 {xh} 
以 x 为 极限 ， 产 生 了 矛盾 。 
7， 设 T 是 R: 上 的 开 集 ， 是 否 TU 的 每 个 点 都 是 它 的 聚 点 。 对 于 R: 中 
的 团 集 又 如 何 呢 ? 
解 开 集 U 中 的 每 个 点 x 一 定 是 它 的 内 点 ， 所 以 x 的 任意 邻 域 都 有 TU 
中 的 无 限 个 点 ， 所 以 x 一 定 是 T 的 聚 点 。 
由 于 S = {(00} 是 R2z 上 的 财 集 ， 而 $S 只 有 一 个 点 ， 所 以 无 聚 点 ， 
即 团 集中 的 点 不 一 定 是 它 的 聚 点 。 
8， 证 明 s< R" 的 所 有 内 点 组 成 的 点 集 S 必 是 开 集 。 
证 假设 xssS ， 则 36>0，oxolcs 。 而 vys oo) ， 由 于 


oly5-ly-xhcolx5)， 所 以 ?也 是 $ 的 内 点 ， 从 而 o(x,6)c< S"， 于 是 
S 必 是 开 集 。 

9. 证 明 s< R" 的 闭 包 $=SUS' 必 是 财 集 。 

证 假设 xsS$ , 则 xzes, 且 x 不 是 S 的 聚 点 , 于 是 在 x 的 革 邻 域 O(x,O) 


中 至 多 只 有 S 的 有 限 项 ， 故 存在 x 的 邻 域 o(x,5) 不 合 S 的 点 ， 即 


oo)c<s ， 从 而 $ 为 开 集 ， 所 以 5 必 是 财 集 。 

10. 设 E,F<R"。 若 E 为 开 集 ，EF 为 财 集 ， 证 明 : E\E 为 开 集 ，F\E 为 
财 集 。 

证 由 于 F 为 闭 集 ， 所 以 F* 为 开 集 ， 而 E\F =EmnF“， 也 是 开 集 。 由 于 E 

为 开 集 ， 所 以 E 为 财 集 ， 从 而 F\E=EFmE* 也 是 闭 集 。 

11. 证 明 Cantor 闭 区 域 套 定理 。 

证 假设 {s,) 是非 空 闭 集 序列 ， 满 足 


宇 员 汪 本 
ee 任 取 x ss,， 则 当 m, nk 时，x,x,s S,， 从 而 成 
,于 是 {x, } 是 基本 序列 ， 从 而 收敛 ， 设 其 极限 为 x。 
对 于 任意 k， 当 mm zk 时 ，x,s s,， 所 以 {x} 的 极限 xsS =S,， 于 是 


X < 站 5S， 5 所 以 朋 s， 非 至 。 


再 证 唯一 性 。 假 设 ye 站 s，， ， 所 以 
X 二 Yo 
12. 举例 说 明 : 满足 limjxus -xi|=0 的 点 列 {xdj 不 一 定 收敛 。 
解 xk=- > < 及 ， 则 Tim|xss-xu|= Im ， 而 |xd= > -+o， 所 以 


{xdj 不 收敛 。 

13. 设 E,F <R" 为 紧 集 ， 证 明 EnEFE 和 EUE 为 紧 集 

证 因为 E,F <R" 为 紧 集 , 所 以 E,F 为 有 界 闭 集 , 于 是 可 知 EnE 和 EUEFE 
也 都 是 有 界 闭 集 ， 即 紧 集 


14 用 定义 证 明 点 集 OU | 5=12…| 是 R 中 的 紧 集 
证 假定 世 .) 为 点 集 S= OU 人 | -12…| 的 任 一 开 更 盖 。 设 0<u， 


则 35>0:0(05)cU。， 于 是 当 k> 二 时 ， 一 eUn。 对 于 必 ko 
存在 tw 中 Us ， 使 得 二 Us，k=04…[1。 于 是 
Te=oae 吕 构成 $ 的 有 限 开 覆盖 ， 所 以 $ 为 紧 集 。 


15. 应 用 Heine-Borel 定理 直接 证 明 : R" 上 有 界 无 限 点 集 必 有 聚 点 。 
证 假定 S 为 R" 上 有 界 无 限 点 集 ， 则 由 习题 9，S=SUS' 必 是 闭 集 。 
如 果 $ 无 育 点 ， 即 $'=C， 则 SS 为 5=s， 即 S 为 有 界 闭 集 ， 从 而 由 
Heine-Borel 定理 知 S 为 R" 上 的 紧 集 。 

vxsS, 由 于 x 不 是 S 的 聚 点 , 存在 o(6J 只 含有 $ 中 有 限 个 点 。 
显然 {o(s5.)|xsSs} 构 成 为 $ 的 一 个 开 履 盖 , 但 由 于 其 中 有 限 个 o(5) 
只 能 包含 s 中 有 限 个 点 ， 因 而 不 存在 $ 的 有 限 开 覆 盖 ， 了 矛盾 ! 所 以 8 


必 有 聚 点 。 


习题 11.2 多 元 连续 本 效 


1 确定 下 列 函 数 的 自然 定义 域 : 


(1) uv=ln0y-+ (2) 了， = 


X 了 工 了 工 ， 
并 二 一 了 Vx \y 克 一 


(3) 了 必 二 (R>r 


(4) U = arcsin 


本 

解 () D= xy] x+y2<ly>xk 
(2) D={eyazalx>0y>0z>0j 

(3) D={xeyzlrz<x+72+z2<R2? 人 


(4) D= key 相 jz <X 十 多 X 十 因 ok 


2. 设 /人 z]- 人 
X (X 二 y”) 
解 ”因为 


y 和 工 
二 2 2A3/2 一 3 ? 
X (X 二) 3 


所 以 
太 x) = 本 o 


(+ X2)2 


3 若 函 数 
z(x)=\y+FCVx-D， 
且 当 y=4 时 z= x+1， 求 foo0o 和 z(x 六。 


解 由 zx 和 =V4+ fx-D=x+l， 可 得 
f(Vx-D=x-1=(Vx-1+12 一 1， 
所 以 
foo = (x+ -1= x2 二 2x， 


Z(X,y) = x+Ay -1o。 
4. 讨论 下 列 函 数 当 (x, 妨 趋 于 (00) 时 的 极限 是 否 存在 : 


(D Fo)= 了 了 ; (2) foJ)= 一 尝 
十 儿 


ve 


X 十 y X“ 
有 0<y<x”， 加 
《3) ro 提 言 0 


解 (1) 由 于 /eeo= 交 之- 依赖 于 万 所 以 当 (xy 趋 于 009) 时 画 

数 极限 不 存在 。 

(C) oem= 一 -< 依赖 于 厂 所 以 当 (x 放 趋 于 (o0) 时 本 数 
X 十 (Kx)” 1+K 

极限 不 存在 。 

(G3) 由 于 1 七 =1， 所 以 当 Ce 治 曲线 y= 生 趋 于 (00) 时 ， 丁 数 极 

限 为 1， 而 当 (x, 刀 治 x 轴 趋 于 (00) 时 ， 画 数 极限 为 0， 所 以 当 (x, 刀 趋 

于 (0.0) 时 范 数 极限 不 存在 。 

(4) 利用 平均 值 不 等 式 


可 得 


4 妈 
要 


1xy 一 0(x 放 一 (0,0))， 


GeDF Ar< ne 人 
1 
所 以 当 (x 妇 趋 于 (0.0) 时 函数 极限 存在 且 为 0。 
5. 对 多 元 函数 证 明 极限 唯一 性 ， 局 部 有 界 性 ， 局 部 保 友 性 和 局 部 
夹带 性 。 
证 〈D 假设 limfoo=A，limfooO=B 则 vs>0， 
30| >0,Vx (0<|x-xi|<o):|Fx)-AK<eE， 
30, >0,vVx(0<|x-xi|K<o):| FOXx)-B<co 
取 5=minf{2,5j>0， 当 0<4x-xKk5， 成 立 
14-B HAO-AI+IFO-BK2e， 
由 于 =s 为 任意 正 数 ， 所 以 A=B， 即 极限 唯一 。 
C) 假设 lim foo=A, 则 对 于 ==1， 


30>0,Vx(0<x-xi|<o):| fx)-AK<L， 
即 
| fk AI+lo 
所 以 站 m 在 xv 点 的 某 个 去 心 领 域 有 界 。 
G) 设 im fcO=A> im g CO=B， 则 对 于 <=- 人 >0， 


30| >0,Vx (0<|x-xil<o):|Fx)-AK<eE， 


即 

1C0>4-se= 全 一。 
有 

30, >0,Vx(0<|x-xi|K<o)):|9g(xX)- 忆 |<2， 

即 

人 
取 5=minf0,56}>0， 当 0<4x-xk5， 成 立 局 部 保 序 性 : 

g00< 全 -< 100。 


(4) 假 定 存在 p>0， 使 当 0<x-x Ko 时 成 立 
9gGOO< 帮 x)<Ax)， 
且 1lim g (x) =lim 疡 (OO=A。 
ve>0, 由 1lim hn CO=A， 
30| >0,Vx(0<|x-xil<o):|hCx)-AKeE， 
所 以 
Ah(x)<A+cEo 
又 由 1lim g Co =A， 
30, >0,Vx(0<|x-xi|<o)):|g9(xX)-AlK<e2， 
所 以 
g(xX)>A-2Eo 
取 5=minfo,6,6}>0， 当 0<x-xil<56， 成 立 
A-2E<g(xX)<Fx<Rhx)<A+2， 
印 lim COoO)=A。 
6. 对 多 元 函数 证 明 极 限 的 四 则 运算 法 则 : 假设 当 x 趋 于 x, 时 画 
数 fo 和 9 Oo) 的 极限 存在 ， 则 
(lim Fo 十 go oO) =lim FoO 士 lim g (Oo ; 


CO) mo)=mm1oolimgGo: 
G) image)=mm1aOAimga (Cimgco 二 0)。 
证 假设 lim foO=A，lim g CO=B。 则 对 任意 =>0， 
30| >0,Vx (0<|x-xil<o):|Fx)-AK<eE， 
30, >0,Vx(0<|x-xi|K<o)):|9g(xX)- 刀 |<2， 
取 5=minf{2,6j>0， 当 0<4x-xKk5， 成 立 
1(fCootgCO)-(CAtB) CO-AI+1gCO-BK2e， 
所 以 〈1) 成 立 。 
由 于 9g CO 在 x, 有 极限 ， 所 以 g Oo 在 x, 局 部 有 界 ， 即 存在 正 数 X 
和 5'>0，vx (dx-xk5):190o0kX 。 取 5=minf5,5,oj>0， 当 
0<|x-xi|<o， 成 也 
| 放 x)g0O0-ABEI 7x)9g0O-A9gGOI+AoooO-ABI 
<(X+|AD)e， 
所 以 〈2) 成 立 。 
由 于 了 B 基 0， ve|o<e< 加 | 30">0，Vx(0<x-xiKO") : 


1gCOPIBI-e> 二 。 


取 5=minfo"6,56)j>0， 当 0<x-xk5， 成 了 


Cx) 介 - 和 0 
9(xX) 也 Bq(X) 
2(A|+| 了 3 
3 
所 以 〈3) 成 立 。 
7. 求 下 列 各 极限 : 
汪 芝 
(7 人 
(xy)->(0D X2 十 2 Coy)3(0.0) X2 十 v2 
了 】 
1+xy -1 . 2 十 2 . 
(3) lim 关 - 之 一 ; (人 
(x,y) 一 (0,0) XY (x,y) 一 (0,0) 1 + x2 十 多 ? _1 
2 ,3 3 
人 (6) lim Sm +y) ; 
(xy) 一 (0.0)  X 十 y (xy) 一 (0,0)  X 十 y 
人 
(7) im 工 (8) lim (xz + y2)e-ec)。 
屋 lim (=-xy) 
解 (1 lim 人 De ER 
Go) 一 (0D X 十 y lim (x+y 


(Coy) 一 (0.) 


(2) lim (2+y=0，lim QH+ 和 e+)=1 所 以 


(xy) 一 (0,0) (xy) 一 (0,0 


(xy) 一 (0,0)  X 十 y 


(3) lim eyes 并 = 


= lim 一 = 一 。 
(x,y) 一 (0,0) Xy (2000 /1L+ Xy 十 1 2 


和 
0023(000) 用 十 X 十 ]2 二 600 


(5) In(x+er)=Ind+ 妇 +er -TD= 妆 + 轨 +o02)= 和 2 十 2 上 oO 二 Y2)， 


所 以 


沪 
ln(x +e” ) 
Co(00) 十 多 


一 一 O 


《6) |sin0e+y) 回 妇 + 妇 恬 X+y2+ 因 一 xy 长 21x+ylx2+ 妇 2|， 
所 以 


。 3 3 
有 SInDUX 十 < 
lim 0 二 0 oO 
(xy) 一 (0.0)  X ”十 y 


(7) 因为 


1-cos(x +y~ 5 +y)” ((x 站 一 (0,.0))， 


和 之 污浊 
0 要 
5 二 之 lim 一 =:+oo ， 
(+ xy| ee0>00|xy 
所 以 
2 2 
1-cos(x2+y2) 人 


T 2 ON 2 2\、 2、，2 三 宙 05 
(Co7)->(00) (X 十 y )X“y (7 一 (0.0) (X 十 y)X yY 


(8) limC2+y)ec0= lm[(oce e+limlose 7)e |]=0。 
0 了 一 +oo y 一 +oo 


8 讨论 下 列 函 数 在 原点 的 二 重 极限 和 二 次 极限 : 


(1) Fox 让 = 5 2 了 ) 
X y 十 (X 一 y) 

_ XUG+x)- 六 G+y) ， 
(2) 三 x, y) = X2 十 多 ? ? 


(3) Fox 妃 = 人 
》 X 


解 (1) 由 于 


X(L+joo 1 
lim fx 门 =lim 一 一 =- 
2 人 
=X+ 


所 以 二 重 极限 不 存在 。 
由 上 四 Fe 访 = 瑟 =0 yz*0， 可 知 Imim fox7=0。 同 理 可 知 
imlim fox 力 =0。 所 以 二 次 极限 存在 且 都 等 于 0。 


(2) 由 于 


X(GL+X) 一 KGL+KX) 1 天 
xz(L+K2) 1+K2 


lm F(x,y)=1lm 
3 X 一 0 


所 以 二 重 极限 不 存在 。 又 
limlim foo 访 =-Iimd+y)=-1， 
imlim foo 思 )=limG+x)=lo 
所 以 二 次 极限 都 存在 但 不 相等 。 
(3) 由 于 | foe 尹 加 xl+ly1， 所 以 lm ooe 刀 =0。 


由 于 兽 ysnx COz09 和 四 xsny Czg 都 不 存在 ,所 以 两 个 二 次 


极限 都 不 存在 。 
9 验证 本 数 


人 本 
一 | y- 二 x | ，x>0 且 二 x <y<Xx“， 
3 2 ] 。 


帮 x, y) = 二 (02x2- 吃 X>0 且 x <y<2x”， 
X 
0， 其 它 点 


在 原 点 不 连续 ， 而 在 其 它 扣 连 对 
证 设 x>0， 2 2 -3 ， 1 ， 所 以 当 点 (xx 妇 治 y= 妆 (x>0) 趋 
于 原点 时 酚 数 三 (xX， y) 的 极限 为 1， 而 当 点 (x, y) 治 x 轴 趋 于 原点 时 丁 数 


fx 妨 的 极限 为 0， 所 以 函数 fx 尹 在 原点 不 连续 。 
对 于 本 数 f(x 刀 在 其 它 点 的 连续 性 只 要 考虑 函数 在 下 述 曲线 
y = 了 ,y=x yy=2x (X>0) 


上 的 情况 《因为 在 除去 上 述 曲 线 和 原点 的 区 域 上 画 数 显 然 连续 )。 
设 %>0。 在 Go,yo=(x) 罗 ) 点 ， 围 于 


2 -2) 
]i 9 二 1 一 一 二 0 > 
1 FE J) AN 2 1 yo)， 
y>x2712 
lim 帮 x,y)=0= 8xoyo)， 
(xy) 过 (yo) 
JSX 12 
吓 斤 败 六 米 1 、\ 一 za 米 
摧 以 男 数 1 站 在 (Coyo= (5x) 连 续 。 同 理 可 知 画 数 Foxy 在 
(xo, yo) = (xo， 2 也 连续 
在 (x)= (xx) 扣 ， 由 于 
， 2X” 2x) 一 
lim foo)= lm 全 了 = 5 记 记 
(7 >(xo yo) (x,y) 一 (x0,yo) X 2 
2X >y>X 
20-32) 605 
Co)=0 区 三 xy) 人 本 区 三 xo,yo)， 
X 12<y<X 


所 以 函数 fx J 在 (x,y)= = (xi, xD) 也 连续 。 
综 上 所 述 ， 画 数 fox 放 除 了 在 原点 不 连续 ， 在 其 它 点 都 连续 。 
10， 讨论 函数 
X“y 
三 xD 切 =1x 十 多 
0， x+y =0 


，X 十 六 7 基 0， 


解 显然 丁 数 fox 在 区 域 {(x | 和 + 大 =0} 上 连续 , 所 以 只 要 考虑 画 
数 flxy) 在 原点 的 连续 人 性 。 由 |xy5lxloe+y)， 得 到 


1 
< 一 |x|， 
2 
所 以 


2 
XX 
lm fx)= lm -一 ”0， 
(xy) 一 (0,0) (27) 一 (00) X 十 y 


即 函 数 在 原点 也 连续 。 因 此 函 数 fox 妨 在 平面 上 点 点 连续 。 
11. 设 fd 在 区 间 ( 记 上 有 具有 连续 导数 ，D =(wb)x(ab。 定 义 D 上 的 


函数 
ET 
(xy) = 兴 一 》 


广 (Co， X=》. 
证 明 : 对 于 任何 cs (a,D) 成 也 
Lim 二 广 (c)。 


证 由 题 设 , 利用 Lagrange 中 值 定 理 foo- foO)= Fox-， 其 中 < 介 
于 x 和 y 之 间 。 所 以 


lim F(e 妨 =， lm 太 (6)= 广 (c)， 


(xy) 一 (c,C) 六 ) 一 (C,C) 
X 基 》 


lm 下 (xy 站 =1lm 六 (= 广 (0 ， 


(Coy) 一 (cc) 
x=) 


综合 上 面 两 式 可 得 
lim FOOD)= 太 oo。 
(xy) 一 (c,C) 
12， 设 二 元 画 数 fox 尹 在 开 集 D< R: 内 对 于 变量 x 是 连续 的 ， 对 于 变 
量 y 满足 Lipschitz 和 条件 : 
| Fo- Foy1 们 工 | 六， 

其 中 (xy (ooysD， 工 为 间 数 〈 通 和 称 为 Lipschitz 各 数 )。 证 明 

三 (xX， 妨 在 D 内 连续 。 
证 假设 (x%,ywsD， 由 于 本 数 对 于 变量 x 是 连续 ， ve>0 ， 


30 > 0,Vx( x-X |<O)， 成 立 


|fCx yo)- fxo,ym) <2o 


当 |(x 放 -Co 加 |<min(c,s) 时 
1fGo- FoyojlslfFcoD)- Foyol+|FGooyo)- Fo yo] 
< 工 7 一 加 +| fooyo)- Fo yo 
<TLe+e， 
所 以 flx 尹 在 (xm) 内 连续 ， 证 举 。 
13. 证 明 :看 F 和 9 是 D 上 的 连续 映射 ， 则 映射 f+ 9 与 范 数 
<f ,9g9> 在 D 上 都 是 连续 的 。 
证 假设 xsD， 由 丰 和 9 是 连续 ，Ve>0， 
356>0,Vx(x-xKo， 成 立 | fooO- Fox)Ke， 


36>0Yxdx-xk6)， 成 立 1g(0O-g(xo)kKe， 


1FCO+gCOO-(CFCxo)+g(xoD)| 
习 F(OO- fxo)l+19(CO-g(xo)|<2e， 
所 以 映射 f+9g 在 x% 连 续 。 又 
kK FGo0,g00> 一 < F(xo),9g(xo)>| 
= foO)- F(xo)g(CO>+< FF(xo),g(CO-g(xo)>| 
妇 g(x)1s+| fxo)12， 
由 于 9 连续 ， 所 以 9 的 每 个 分 量 都 连续 ， 从 而 都 局 部 有 界 ， 于 是 9g 也 
局 部 有 界 。 根 据 上 式 ，<f , g> 在 x, 连 续 ， 证 毕 。 
14. 证 明 复 合 映射 的 连续 性 定理 〈 定 理 11. 2. 3)。 
证 假设 g 在 D 上 连续 ，f 在 上 连续 ， 并 且 x sDuw =goxjsQ。 由 让 


在 w 上 连续 ， VE>0,37>0,Vu(u 一 un < 7 成 立 


| FOOD- Fuo)lK<eo 

对 于 上 述 7>0， 由 g 在 xx 连续 知 35>0,vVxdx-x<o5 成 也 
19g(oO) 一 9g(xo)|<7。 

于 是 ， 当 |x-xK5 时 ， 
| fgG0oO- 太 gxo= FoD- Fuo)Ke， 


所 以 复合 画 数 fg 在 x% 连 续 。 


题 11.3 连续 函数 的 性 质 


od 


1. 设 Dc<R"，f:D 一 R" 为 连续 映射 。 如 果 D 中 的 点 列 {x 对 满足 
lim xx =Q， 且 asD， 证 明 
lm fx)= fo。 
证 由 f 在 a 连 续 ，ve>036>0vVxx-ako， 成 立 
FoO-FfaKeso。 
又 由 于 limxx =a， 对 于 上 述 5>0， 存 在 K， 当 K> 天 时 成 立 
|x 一 al<oO， 
于 是 当 KkK> 天 时 成 立 
1fCx)- Fwke。 
所 以 
lim f(x)= fo。 
2 设 / 是 R" 上 的 连续 函数 ，c 为 实数 。 设 
4.={xsR"|fx<cl，B. ={xesR"| FOOD 苹 co。 
证 明 4A. 为 R" 上 的 开 集 ，B. 为 R" 上 的 闭 集 。 
证 ”对 于 任意 x s4A.， 由 于 1 在 x 连 续 ， 取 ==c- Fox)>0， 则 35>0， 
Vx(Xx 一 Xio|<O)， 成 也 
| fx- 帮 xo)Ke2=c- 帮 xxo)， 
即 有 foo<c， 所 以 xseA.。 这 说 明 A. 为 R" 上 的 开 集 。 
由 8 在 R" 上 连续 可 知 -7 也 在 R"* 上 连续 ， 于 是 
(B.) ={(xsR | fx)>c={(xsR |- 帮 x)<-c} 
为 R" 上 的 开 集 ， 所 以 B. 为 R" 上 的 闭 集 。 
了 设 二 元 酚 数 
fxJ= 让 Coyj)eD=[IODx[I0D， 
证 明 : f 在 D 上 连续 ， 但 不 一 致 连续 。 


证 由 于 /在 D 上 是 初等 画 数 ， 所 以 连续 。 但 因为 当 " 一 +o 时 ， 


人 1- 一 )-( “1 )| 一 0， 
刀 刀 
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4 站 (4n 一 3)m 


三 全 = 一 一 一 一 一 十 
4n-1 2n-1 (4n-TDC2n=-TD 


所 以 在 D 上 不 一 致 连续 。 
胡 设 4A 为 R"* 上 的 非 空 子 集 ， 定 义 R" 上 的 范 数 六 为 
帮 x)=inf{flx-yllys4}o 
它 称 为 x 到 A 的 距离 。 证 明 : 
(人 当 且 仅 当 xs 志 时 ， Foo=0 ; 
(2) 对 于 任意 x',x" 全 R"， 不 等 式 
IFCx)- 7Cx) 
成 立 ， 从 而 /在 R?* 上 一 致 连续 ; 
(3) 若 A 是 紧 集 ， 则 对 于 任意 c>0， 点 集 {xsR"| foo0 皖 吕 是 紧 


入 |X 一 xX"| 


集 。 


证 〈1) 假定 xs 和 ， 则 存在 4 中 的 点 列 {xj， 满 足 lmx =x， 即 
lim| xx-x|= 0, 所 以 fxo=0。 反 之 ,由 foo0=0 可 知 存在 A 中 的 点 列 {xh)}， 
满足 limlx-xF=0， 即 lmx=x， 所 以 xsa。 

(2) 不 妨 假设 F(x)> Fox。 首先 对 于 任意 的 k， 存 在 x sA， 满 足 


及 及 工 
三 x ) >|x | 


再 利用 
帮 xD)S 寻 x 一 xx 
两 式 相 减 ， 得 到 


1 刀 1 刀 工 1 由 
0< jx)- 帮 xD) 本 xx 一 XUx 一 和 | 人 


合 5 ,=， 即 得 到 
1FGxDI- Fox 科 1x-xl。 

由 上 了 式 即 可 知 在 R" 上 一 致 连续 。 

(3) 由 (2) 知 / 在 R" 上 连续 ， 再 由 习题 2 知 点 集 B={xsR"|FOx 芯 

cj 是 团 集 。 由 于 A 是 紧 集 ， 所 以 A 有 界 ， 即 3M,vxsA， 成 立 |xKM。 

Vye 台 3 ， 取 xsA4， 使 得 


三 yy)>]y 一 x|-1o 


于 是 
|y 辐 yy-=-xI+|xl< fy)+L+M<Sc+L+M ， 
即 召 也 有 界 。 所 以 妃 为 有 界 闭 集 ， 也 就 是 紧 集 。 
5. 设 二 元 函数 /在 Rz 上 连续 。 证 明 : 
(1) 在 .Jim .foo7=+m， 则 7 在 R:z 上 的 最 小 值 必定 存在 ; 
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C2) 若 ,im foo7=0， 则 1 在 R: 上 的 最 大 值 年 最 小 值 至 少 存在 
一 个 。 
证 〈1) 任 取 一 点 (xo,yo)， 由 .lim 。 fx7)=+o， 可 知 存在 R>0， 当 
x+y2 >R?， 成 立 fx 人 > foxoyo)。f(x 妨 在 紧 集 {(cy + 罗 <R2} 上 
必定 取 到 最 小 值 ， 且 此 最 小 值 就 是 它 在 R: 上 的 最 小 值 。 
(2) 如 果 fmso0， 则 命题 显然 成 立 。 不 然 的 话 ， 任 取 (x,yo)， 使 
得 函数 值 在 此 点 非 雾 。 

在 foyo0>0, 由 ,im foeo7=0, 可 知 存 芷 R>0, 当 闪 二 入 >R 
成 立 fxJ)< fooyo)， 则 fx 力 在 紧 集 {0eyj + 刀 <R3 上 必定 取 到 
最 大 值 ， 且 此 最 大 值 就 是 它 在 R:z 上 的 最 大 值 。 

若 Flxu,w)<0， 由 .lim 。 fx 人 =0, 可 知 存在 R>0, 当 x2+y > R2， 
成 立 fox 刀 > foxoyo)， 则 Foxy 在 紧 集 {oeyj 巡 +y72 <R3 上 必定 取 到 
最 小 值 ， 且 此 最 小 值 就 是 它 在 R: 上 的 最 小 值 。 

6. 设 / 是 R" 上 的 连续 函数 ， 满 足 

() 当 xz0 时 成 立 fooO>0 

(2) 对 于 任意 x 导 c>0， 成 立 flcx)=cf(xo。 

证 明 : 存在 co> 0,p>0， 使 得 

alx| 人 FoO 科 bxlo 
证 单位 球面 是 R" 上 的 紧 集 ， 设 /在 单位 球面 上 的 最 小 值 和 最 大 值 分 
别 为 c 和 b， 则 有 


0<a< 「(x)<p<+o， VIXxI=1lo 


于 是 让 由 于 恒 - 所 以 


1@- 国 咱 计 jsah 
同 理 fx)>alx|。 由 于 当 x =0 时 不 等 式 显然 成 立 ， 所 以 vxsR"， 成 也 
章 且 | 全 下 二 关 别 妆 必 
7. 设 太 :R" >R" 为 连续 映射 。 证 明 对 于 R" 中 的 任意 子 集 A， 成 立 
f(4A) < 1(4)。 
举例 说 明 fa 能够 是 了 CA 的 真子 集 。 
证 vxsAa， 存 在 4 中 的 点 列 {xdj， 满 足 lmx =x， 由 于 映射 了 在 x 连 


绎 


位 
一 人 


lim fx = Fim xb)= Fo， 
所 以 fosf(A)， 即 Fa)c FA。 
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取 n=2，jfo=e“ 在 Rz 上 连续 。 邻 A=R2， 则 4A=4A， 但 
f(A) ={x|x>0}，f(4A)={xlx>0}， 
Fa 是 7(A) 的 真子 集 
8. 设 / 是 有 界 开 区 域 D < Rz 上 的 一 致 连续 函数 。 证 明 : 
(1) 日 壹 延 拓 到 D 的 边界 上 ， 即 存在 定义 在 D 上 的 连续 
函数 /， 由 =F 
(2) f 在 D 上 有 界 。 
证 (1) 由 于 /在 D<R: 上 的 一 致 连续 ，ve>036>0，VYxvx"eD 


(xx"<5) : 
| Fx)- 帮 xD)Keso 
设 =s6eD， 任 取 点 列 {fx}) (xsD，x 人 5) 由 于 fx 为 Cauchy 点 
列 ， 对 于 上 述 5>0，3K， 当 mn> 天 时， 成立 |x, -=x |kK5， 于 是 
| 疙 xn 一 帮 xn)K2， 
所 以 {f(ox 外 是 基本 数列 ， 故 一 定 收 介 。 记 该 极限 为 g(5)。 
在 | f(x)- f(x)Kks 中 令 m 一 o， 得 到 
| 帮 xJ-9g()KEso 
对 于 vxsD,|x-ek5/2， 存 在 点 列 {x} 中 某 项 x ， 满 足 


-ok<o/2 | 帮 xo0)-gGJSs。 


|x-x 加 xl+lx-o<9， 
1 710O-9g(0) 加 放大 xol+| xx-g0) <22， 
所 以 


lim fCO= 9g(9)， 
由 此 可 知 {f(xj 外 的 极限 go() 只 与 csep 有 关 ， 而 与 点 列 {fx,} 的 选取 无 
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大 三 (x)， X<e 了 了， 
-人 XeOD。 


显然 ，F 在 D 上 连续 。 现 只 要 证 明 7 在 eD 上 连续 。 设 <ssp ， 由 


lm CoO=g(9)= 三 9)， 


可 知 ve>036>0，VvxsD(|x-ckK5) : 
办 G 
[0 
对 于 vcsspD (lc-cko， 在 上 式 中 令 x->c'， 由 


lim foO= 1Gc)， 


1FG)- Fejls7<e， 


lim 帮 CooO = 9)， 
这 就 证 明了 /7 在 D 上 连续 。 换 各 之 ，/ 是 定义 在 D 上 的 连续 本 数 ， 满 
足 由 二 三 
\2) 由 于 了 为 有 界 闭 集 ， 即 紧 集 ，7 在 连续 保证 了 了 在 了 有 界 ， 
从 而 /在 D 上 有 界 。 
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第 十 二 章 ”多 元 本 数 的 向 分 学 


习题 12.1 偏 导 数 与 全 微分 
1. 求 下 列 函 数 的 偷 导 炎 


(1) Z=xX5 -6xy +y (2) 2Z=xX“ nx +) ， 
(3) 二 测 征 衬 忆 (4) z=sin(xy)+cos2(xy) ; 
了 
有 
(5) Z=e*(cosy+Xxsiny) ， (6) :al 志 | 
(7) z =sin 世 .cos 过 (8) Z=(+xy)”， 
y X 
(9) z=ln(x+ny) ; (10) z=arctan 二 ， 
一 X 
了 
(11) =exeyy rz) (12) vu = xz， 
(13) v= (14) uv=xy” 


3 

十 久 十 2 

(15) 本 加 ) a 为 闻 数 ， 〈16) LU 三 > ajXiy) qi 二 Qi 为 贡 数 。 
i=1 并 


Oz 


解 (1) 一 5x4 一 24x3y2， 人 


2X3 07 2X“2y 


(2) 守 = 2xln(x“<+y2) 二 


人 By xx2+y2” 
OZ O 
(3) 宗 =y+ 一 ， 宁 =x- 瑟 。 


(4) 人 三 y[cos(xy) 了 sin(2xy)] 儿 三 x|cos(xy) 一 sin(2xy)]。 
Ox 0Oy 


(5) 0 和 
6x 0y 


2 2 2 
(6) 202 _ sect ) 207 _ sc 上 
0x 》 0 了 


工 
(7) = 二 cos 二 cos 之 + 过 sin 二 sin 
光 从 水 


(8) 0 2 ln(L+ xy) 二 区 o 
Cx Oy 1+ xy 


0z 工 0z 工 
(9) 之 -一 ， 实 --  。 
cx  X+ny 6y  y(X+iny) 


(10) 注意 z= arctanx+arctan y， 人 E 0 o 
OxX 1+Xx py 1+y 


(11) 妃 三 (3x” 下 认 芋 吕 对 人 Gu = 2xy 人 
Ox 0y 
@U 一 2XZ exOC+7 AT ) 。 
OZ 
(12) 2 和 _Dmx > 3 __ ymx > 
GOx 7Z 0y Z ” pz 7 8 
OU X OU OU Z 
13 = = 三 了 =: 
Gx 5 3 


( 邓 + 因 +z2 开 (+72+z2 甩 


OU 二 OU 本 OU z 
14) 一 =yzx 工 ， 一 =zyx” ln -一 = yzx7” lnxl 
( 人 人 
(15) 二 一 Qi， 1 = 了 上 2， 1 o 

Xi 

OU 忆 OU 
16) -一 = jy )， 工 = 二 2，……Pm -一 =》 ax， 12,……,7 
( ) ax | ij 了 》 By 之 丰 全 i J O 〇 


2. 设 flx 疙 =x+y-Ve2+ 呈 ， 求 凡 G0 有 太太 24。 


解 因为 上 =1-- 一 一 , 户 =1- 一 一 ， 所 以 
0 


_2 - 工 
AG40=<， 户 G9=5。 


3. 设 z=ey ， 验证 2x 空 +y 空 -0。 

Ox 0y 
1 
GOx  y O y 

0z 0z 


YLJ/ \ 


2 
4， 曲 线 反 


二 人 


多 少 ? 
解 以 x 为 参数 ， 曲线 在 点 (245) 处 的 切 向 量 为 ( 伴 ， 全 | 40 
设 它 与 x 轴 的 正 向 所 夹 的 角度 为 g， 虽 


Q0 二 


cosO = 一 天 一 (0,0) = 


\V2 
所 以 = 本 。 
5. 求 下 列 画 数 在 指定 点 的 全 微分 
(1) Foxoy)=3x2y 一 xy?， 在 点 (La ， 
(2) fo7=Iindtrx+y)， 在 点 (2.4) ; 


人 ， 在 点 (0 和 | 开 ?| 


解 (1) RE 所 以 


df(d2)=8dx-dyo 


C) 因为 of(xy)= 世 克 丽 全 2 履 ， 所 以 
十 志 二 学 jj 入 天 种 记 


4 8 
df (2,4) = 一 dx+ 一 d 
矿 ) 5 5 Yo 


(3) 因为 ae 旋 =Sxdx -2snxd， 所 以 
4 4 
二 
df(0D = dx， df (全 = dx dy。 


6， 求 下 列 函 4 数 的 全 微分 兴 


(1 z=y (2) z=xyey ; 
人: (4) 了 = 一 ; 

X 十 y 
(5) ww=VJxz+yz+z2 (6) wu=ln(x2+y+z2)。 


解 (1) dz=y*inydax+xy dy 。 


(2) dz =e?(+xy)(yxdx+xdy) 。 


27 
3) dz =-- Gx 十 二 dy O 
9 (Cx-y” (CCx- 


(0 =- 一 一 x+ 了 dy 。 
(2 


_ xd +ydy+zdz 
O 


(5) 号 
JJX 十 y 十 2 
个 本 -0 
“十 多 十 2 


六 人 
向 导 数 。 


2 _ 
和 


所 以 
07 _ 07 避 0z 1 
5 
8 设 z= 妆 - 允 + 关 ， 求 它 在 点 (0D 处 的 治 方向 v = (cosw,sin w) 的 方向 
导数 ， 并 指出 : 
(1) 洽 蛙 个 广 向 的 方向 导数 最 大 ? 
(2) 洽 哪 个 方向 的 方向 导数 最 小 ? 
(3) 治 哪个 方向 的 方向 导数 为 雾 ? 


解 由 于 

0z _ 0z 6z 

-一 = 一 COSXw+ 一 Snw=(2X 一 y)cosxw+(27y7 一 X)Sinw 

ay ax 汪 人 (2y-Asina ， 
所 以 

到 | =eosc+sinw =sin( 开 -OOJ+sinw=2sin 工 cos 一 a， 


() 当 w= 二 时 ， 治 v= (cos 二 ,sin 林 )， 方向 导数 最 大 。 


(地 省 交 于 央 ， 治 v= sin 22)， 方向 导数 最 小 。 
(3) 当 c _ 人 二 时 ， -em 下 或 v=(cos 字 ,sn 人 0)， 方向 


9. 0 三 (xy 在 点 (L2) 处 的 从 点 (L2) 到 点 人 2 方向 的 方向 
导数 为 2， 从 点 (2) 到 点 (方向 的 方向 导数 为 -2。 求 

(1) 这 个 函数 在 点 (2) 处 的 梯度 ; 

(2) 点 42) 处 的 从 点 42) 到 点 (46) 方 向 的 方向 导数 。 


OZ 0z OZ OZ 
解 v=(22)-(2)=(0 人 
=(22)- 山 2)=(0)， 人 
0z ”07 
V2 一 (了 一 (上 2) 反 (0, 一 了 9 二 了 ) = 一 一 一 一 2 o 
Ov， 人。 Oy 
所 以 在 (2) 处 ， 
82 _ 
6Ox 0y 


(1) grad FL2) = (2,2)。 


(2) 因为 (46)-(2)=(3,4) ，v= oo 人 所 以 


Vv3 "+4 5 
交 |oo=23+2S=- 辣 。 
5 D 5 
10. 求 下 列 画 数 的 梯度 : 
RS 人 名 所 | 


(3) uU=X“ +2yY +3z7 +3xy+4yYZ+6Xx 一 2y 一 5z ， 在 点 (LLD。 


解 (上 gradz=(2x+y3cos(xy),2ysin(xy)+xy2zcos(xy)) 。 
2X 2y 
(2) gradz 一 we 人 


(3) gradu=(2x+3y+6,4y+3x+4z7-2,6z+4y-5， gradu(LLD =(119,5)。 


11.， 对 于 函数 fx 疙 = 浆 ， 在 第 I 象限 〈 包 括 边界 ) 的 每 一 点 ， 指 出 
函数 值 增加 最 快 的 方向 。 


解 在 (xy)z*(00) 点 ,本 数 值 增长 最 快 的 方向 为 grad f = (0; 
在 (0.0) 点 ， 由 于 梯度 为 雾 癌 量 ， 不 能 直接 从 梯度 得 出 函数 值 增长 
最 快 的 方向 。 设 治 方 向 v = (cosw,sin o) 目 变 量 的 改变 量 为 


Ax =tcosw,Ay=tsina ， 
则 范 数 值 的 改变 量 为 
f(Ax,Ay)- F(0,0) = AxAy = 吉 coswsinw = 5 sin 2a ， 
由 此 可 知 当 w = 开 , 汉 时 函数 值 增长 最 快 ， 即 函数 值 增 长 最 快 的 方向 为 


GD 和 (1-D。 
2 验证 酚 数 
fo 尹 =ahgy 
在 原点 (0.0) 连续 且 可 偏 导 ， 但 除 方 向 e 和 -e (i=12) 外 ,在 
原点 的 治 其 它 方向 的 方向 导数 都 不 存在 。 


和 3 = ]i 3 -一 0 一 0， 0 
光 im oon= lm 邮 =0=-100， 
MAx :0 一 a0.Ay-0 
太 (0,0) = lim 2 生计 站 丰 六 三 衣 人 二 全 
Ax-0 人 A 人 x E Ay-30 Ay 


所 以 函数 在 原点 (0.0) 连 续 且 可 偏 导 。 取 方向 v = (coswsino， 则 


9 各 F(0+tcosw,0+tsinw)- 丰 (0,0) 
Ov 四 [一 >0+ [ 
atcosw:tsinw ,ANsin2aw 
= jim = lim 一 一 一 一 ， 
t 一 >0+ 上 t->0+ 中 2f 


当 sin 2w = 0， 即 c= 民 时 ， 极 限 存在 且 为 宠 ; 当 sn2wz*0， 即 cz 


极限 不 存在 。 所 以 除 方向 和 -e (4i=12) 外 ， 在 原点 的 治 其 它 方 向 


的 方向 导数 都 不 存在 。 
13. 验证 本 数 


大 元 时 ， 
2 


XY 


请 wy)=1 AN 二 7 


在 原点 (0.0) 连续 且 可 偏 导 ， 但 它 在 该 点 不 可 微 。 
解 由 于 


| 光 < e+ 帮 _>0 (xx 诱 (00)， 


所 以 
lim foom= lm 一 之 -0=F000) 
(xy)->(0.0) (xy)22(0.0) / 妇 2 二 SS 2 
由 定义 ， 
Ax.0 _0 0Ay 
< \JO+AY” 
f(00=limxexc+r0 -0，H00=limy ~ -0。 
Ax 一 0 人 x Ay 一 0 Ay 


所 以 函数 在 原点 (0.0) 连续 且 可 偏 导 。 但 


帮 0+Ax0+Ay)- 帮 0,0) 一 [ 记 (0,0)Ax+ 访 (0,0)Ay] 


= fuAn= 一 ec orA， 
\/Axz +Ay” 


所 以 函数 在 (0,0) 不 可 微 。 
14. 验证 函数 


(x+y)sin xy 基 0， 


三 x, y) = X 十 多 
0， xz2+y2 =0 
的 偏 导 画 数 六 Ce yy /Ce 在 原点 (0.0) 不 连续 ， 但 它 在 该 点 可 微 。 


解 由 定义 ， 


(Ae +0Dsin 二 二 一 0 
二 2 十 和 
记 (00) = lim Ax =0， 
当 (x 妨 (00) 时 ， 
六 (x 让 =2xsin 全 < cos 兰 了 了 ， 冯 十 太夫 0。 
X TY x+y X 十 y 


由 于 


1 1 
lm(xy)=1lm (2xsin COS 
0 大 y) 3 人 DX2 DxX 》 


极限 不 存在 ， 所 以 Ax 妨 在 原点 (0.0) 不 连续 。 同 理 /(x 刀 在 原点 (0.0) 
也 不 连续 。 但 由 于 


帮 0+Ax0+Ay)- 帮 0,0) 一 [六 (0,0)Ax+ 访 (0,0)Ay] 


1 
本 =o(VJAxX +A 六 ) ， 


X“ 十 


所 以 函数 在 (0.0) 可 微 。 
15， 证 明 酚 数 


=(x 六 +y)sin 


2xy” 
三 xy)=1X2 二 多 
0， x+y=0 


在 原点 (0.0) 处 治 各 个 方向 的 方向 导数 都 存在 ， 但 它 在 该 点 不 连续 ， 因 
而 不 可 微 。 
解 函数 治 方向 v = (Cos c,Sin w) 的 方 癌 导 数 为 

f 1im 间 (0+tcosw,0+tsinw)- 厂 (0,0) 

Gy 二 0+ 上 


六 十 儿 六 0， 


2coswsin  w: 
= 1m -0，Vaw， 
CO0+ (COS ww 二 Sin CC: 太 ) 


所 以 函数 在 原点 (0.0) 处 治 各 个 方向 的 方向 导数 都 存在 。 但 当 (x, 妨 治 曲 
线 x= 心 : 趋 于 (0.0) 时 ， 极 限 


lim foo 人 =lim 2 -从 
0 ”0K + +1 
与 K 有 关 ， 所 以 函数 在 原点 不 连续 ， 因 而 不 可 微 。 
16， 计算 下 列 函 数 的 高 阶 导 数 : 


岂 2 2 
站 
X 6Ox” oOxcoy 0y 


oz 67 67 . 
ax2 6x6y 8y2 


(2) z= XSsin(X+yY)+ycosCx+y)， 


>、 0 0 
(3) z=xe"， 求 > ; 2 ， 
6Ox -0y 0OxOy 


.ou 067 
(4) u=ln(ax+by+cmJ， 求 一 -一 一 
4 人 Gx” 6x“0y” 
昌 OP+q7 
(5) z=(x-a?(y- 世 3， 求 
人 ) (y 一 D) ， Beeyi 
OP 9417U 


(6) uv= xyzes2 ， 求 一 。 
GOxf6y "6z 


解 (GD) 由 


6z _ 工 | y ] y 6z 工 目 xx 
本 加 | ee ru( 
X X 
得 到 
02z 2xXy 0?z 本 区 一 2 6?z 四 2xXy 


DBx2 本 (x2 +y2)2 》 xpy (x2 +y2)2 ? By2 二 (x2 +y2)2 8 


到 - (L -ysin(x+y)+Txcos(xX+y)， 守 =GtcosG+ 攻 -ysinGx+ 胃 
得 到 
62z _1D ， 
=(2 一 y)cos(xX+y) 一 xSin(xX 二 y)， 
6?z 
3 = (1--y)cos(xX+y) 一 (L+xX)Ssin(x+ y)， 
2z 
= 一 yCOS(X+y) 一 (X+2)Sin(x+y)o 
(G3) 由 
2 2 
到 到 9 有 er， < (2x+Xy)ey 
了 XCJy 
得 到 
3 3 


6x“6y GxOy 


(4) 经 计算 ， 可 依次 得 到 


Gu _ 1 CO(ax+Tby+cz) Q 

GOx GaQX 二 DYy 二 CZ Cx ax+by+cz” 

ou a 0(ax+by+cz) Q@ 

6x” (ax+by+cz)- 6x (ax+Dy+cz)2” 

OU 2Q” 6(ax+by+cz) 2a” 

6x (ax+by+c2Z) 6x (ax+Dy+cz)3 

ou 3:2a 6(ox+by+cz) 6a“ 

6x (ax+pby+cz) 6x (ax+Dy+cz)4 
ou 6ou - 2a” 6(ax+Dy+cz) 2a2 

xy 6y6x (ax+by+cz) 0y (ax+Dpy 二 cz)3 
ou _ 6u 3'2ab 6x+by+c]) 6qab 

6x"oy” 6y'6x (ax+py 上 +cz)” 6y (ax+by+cz 

PT+d 卫 qd 了 9 到 9 
必 汪 
xp6y ”xfAOo”  ) 6x 06y” 


0 
dx dy” ss 


(6) 对 x，y，z 应 用 Leibniz 公开 ， 


0 BCeD]80e)8 (ze doe)doe)d (ze) 
BynBz By By4 BDzr dx2 day” qz- 


三 (X+DP)e (YY+gq)e”.(Z+P)e- 


X 十 十 Z 


一 (X+DP)(Y+9q)(Z+r)e ” o 
17.， 计算 下 列 函 数 的 高 阶 微分 : 
(1 z=xnx)， 求 dz ; 
(2) z=sin2z(ax+b)， 求 dz ; 
(3) uw=esorz(x2+y2+z)， 求 du 
(4) z=essiny， 求 dz。 


解 (]) dz=(n(x)+Ddx+ 二 dy， 
》 


d“z = 到 十 <dxdy -之 dy?。 
X 》 》 


(2) 必 =2sin(ax+by)cos(ax+bpy)d(ax+by)=sin2(ax+pby)(adx+pbdy)， 
d2?z=2cos2(ax+by)(adx+bdy)， 
d3z = -4sin 2(ax+by)j(adx+bdy)3。 
(3) du=e2 和 [0x+ 太 +2)(dax+dy+dz)+(2xdx+2ydy+2zdz)] ， 
du=e[(0C+ 放 +2)(dax+dy+dz) +2(2xdx+2ydy+2zdz)(dax+dy+dz) 
+2dx +2dy +2dz] ， 
diU=exO[(0C 二 省 2)(dax+dy+dz) +6(xdx+ydy+zdz)(dx+Tdy+dz) 
+6(dx +d +d)(dqx+dy+dz)] 
= esi2[(X2 二 只 十 2 二 6x+6)dz +(X yy 上 +Z2+6y+6)dy? 


X 二 yy 十 Z 


+(X” 十 十 Z? +6z+6)dz3]+3e [(x” 十 多 十 Z” +4x+2y+2)dx<dy 


+(xX +Y2+Z2+4y+27+2)dy2dz +(x+TyY2+Z2+47+2xX+2)dz2dx 


二 (X 十 多 +Z +2xX+4y+2)dxdy” 二 (X” 十 多 十 Z +2y+4z7+2)dydz” 


X 十 十 Z 


+(xX2 十 久 二 2 二 27+4X+2)dzdx ] +6e 2(X2 十 思 +Z2+2X+2Yy+27)dxdydz 。 


(4) dz | 
OCx Cy 


(大 X K 一 1 i 了 Ki 
-站 sn|y+ 生 :zjad o 

18， 画 数 z= foe 尹 福 足 
人 十 

6x 

求 三 (x, y) 的 表达 式 。 


解 对 x 积分 ， 得 到 


1 
， 及 fo)=2siny+y。 


性 


Go-xsny- nd-g)+g0)， 


再 将 fo, 力 =2siny+y 凤 代入 上 式 ， 得 到 
9g(7)=2siny+y ， 
所 以 
fx 人 =C-AOsiny- 二 Ind-xy)+ya。 
19. 难 证 : 
(D z=e singy) 满 足 热传导 方程 时 =K2. ; 


0y” 
(2) wu=zarctan 二 “满足 Laplace 方程 2 + 9 6U_ 
6x- 5 6z- 
证 《1) 由 
2Z 一 Kn2x “7Z 也 2 
本 cos(ny) ， 和 -nzemxsin(my) ， 
得 到 
2 
2 一 Kn2e- wxsintmy)=KS2。 
Ox 0y 
60 
0 
站] 站 
了 
5 1 中 了 全 XZ 6u 2XyYZ 
人 各 | 7 
光 
OU X 6 和 
一 =arctan 一 ， 2 
Cx Dz 
得 到 


6 6 650 
十 


十 =0 
ax pb 6 


2 


20. 设 fb=tze， 确 定 < 使 得 1 满足 方程 


af 1 ef | 
6t rr 60r 杂 r 


6 
WE _ 工 to-ire 到 ， [ 2 =( 号 ic-r2 十 工 te-2r4]e 克 ， 
Cr Cr Cr 之 4 
代入 方程 ， 解 得 
3 
C 三 一 一 o 
2 


21.， 求 下 列 向 量 值 函 数 在 指定 点 的 导数 : 
(1) FooO =(acosxbsin x cxT， 在 x= 志 点 ; 
(2) Fo 多 z]=(3x+ercotz xsa+yztanz)T， 在 人 2， | 局 
(3) gwvw=(ucosvusinvvr， 在 dm 点。 

解 (T) 太 (o = (-asin x,Dpcos xc) ， 


RS 2 


了 2 
CO) reeya-| e COotZ ”一 e CSC 
3X 


2ytanz yzsec2zz 凡 


2 三 了 2 
ra 2 中 
下 | 


COSV 一 USiny 
(3) gwv=lsinv ucosv |， 


0 工 


-1 0 
gz=|0 -1 
0 工 


22， 设 f:Ra Rs 为 向 量 值 函 数 。 

\1) 如 果 坐 标 分 量 画 数 ACoy=x 疡 020=y 六 50=z， 证明 
的 导数 是 单位 阵 ; 

(2) 写 出 坐标 分 量 函 数 的 一 般 形 式 ， 使 f 的 导数 是 单位 阵 ; 

(3) 如 果 已 知 j 的 导数 是 对 角 阵 diag(p(o,q(Cw,r( 力 ， 那 么 坐标 分 量 画 

数 应 该 具有 什么 样 的 形式 ? 


解 〈1) 由 于 
六 (xy 2)= (0,0)， 亡 (xy 2Z)=(010)， 户 (x 包 Z)=(0,0,D ， 


13 


所 以 的 导数 是 单位 阵 。 
(2) 由 让 (ya 人 =00， 可 知 Foy 与 y ，z 无 和 天， 所 以 
fy 本 =x+C 
同 理 可 得 
六 (xy,Z)=y+C， 方 (xyZ)=Z+C3o 
(3) 由 请 (ey3=(p00,00， 可 知 fy 与 yy z 无 关 ， 所 以 
Hey 本 = | pCOdx， 


同 理 可 得 
Poy9]=| qq0)dy ， Poy 本 = 站 rdz。 


习题 12.2 多 元 复合 本 数 的 求 导 法 则 


1. 利用 链 式 规则 求 偏 导数 : 


(D) z=tanGt+22-y79，x=- 二 yy=A， 求 至 


2 
(2) z=e 7，x=sint y=b， 和 


dt 
(3) 一色 yY=asinx，Z=COSX， 东 昌 
qd 十 | dx 
(4) zZ=u2zlnv， : v=3x 一 2y， 果 ， 
y 0Ox 0y 
(5) LU =exty 2 Z=y"sinx， 下 ， 
6Ox 0y 
(6) w=(x+y+2sin(x2 +y2+z2)，X=tes，y=e Zz=esrt， 求 闻 站 ， 
S ff 
生 
(7) z= 妆 +72+cos(X+ 尹 ，X=uU+V，y=arcsiny， 了 ， 
OU 6v6u 


以 下 假设 /具有 二 阶 连续 偏 导数 。 


人 求 色 邑 6u 6 ， 
ax ay xy py 


2 放 
(9) uw= Fox2+y2z+z2)， 人 


bw bw 6w 


10) w= (cy 二 公 寺 有 6u' pv puev” 
\10) w= foy 3，x=ury，y=u-v 2=uv， au 6v pu6v 


解 1) 记 vw=3t+2x2- 央 ， 则 


dz dzdu dzou udx oudy 


-一 = = 一 (一 十 十 ) 
dt dudt dp 6xdt 6rd 


1 
]sec2 
2 


4 2 
=(2 一 再 )Sec (2 二 8 


=[3+4x:( 2y: 
[ 


CO) 业 _- 到 灾 ,2 由- 
dt xdt ordt 


es cost-2e“ 7 .3t=z(cost 一 6 ， 


2 
= (cost 一 6t) 号 十 Z < (cost 一 60 = es [(cost 一 6t2)2 -sint-12b]。 


adw cow |， Ow 峭 ， 0Ow dz 


人 故 各 
Gd By 股 " 6z dx 
> 人 一 习 + QCOSX 一 (-Sin X) 
Q 十 Q 十 
=e”"Ssinxo 
二 
(0 下 -部 凤 部 由 -aiay 1 开 a 
dx 埃 吕 Bv dx yy Yv 
立 
2 
) (3x 一 2y) 
上 
07 607 0 2 大 和 
0y ou py “ y V 
2 2 
人 mnGx-27- 一 全 。 
) 了 (3x 一 2y) 
(5) ee =U:2xX+U:27.y cosx 
6Ox 6x dz6px 


CAT HTY sin 


(2x+2yY sin xcosX 


三 下 2y7+U:27.2ySinX 


By oOy dz 0y 


上 CAT AS 


(2y+4y sin x)。 
(6) 记 vw=xz+yz+zz，v=x+y+ze。 则 


Ow 0w cx， 0Ow 罗 Ow 67 
6 px 语 By 6z 6s 


=X(SinuV+2xvcosSu)+0O(Sinuw+2yvcosu)+Z(Sinu+22ZvcosDU) 


S+t 


=te' (sinu+2xvcosu)+e” (sinu++2zvcosu) 


COw 0w cx， 0Ow 人 Ow 67 


Bt px 豆 ” By 6z 上 


=e'*(sinu+2xvcosu)+y(GSinu+2yvcosu)+z(sinu+2zvcosu) 


5 二 


=es(Ssinu+2xvcosu)+e' (sinu+2yvcosu+es 一 (sinu+2zvcosu) 。 


2 


四 下 -下 8; 开 翅 


OU 6xX6ouU 6y 0u 


=2(U+Vv)-Sin(uU+Y+arcsin v) ， 


6 6 6 


viu pv pu 


(8) 记 v= xy,w= 


)= 2 一 cos(CuU+Vv+arcsiny)( 十 


XX 
则 
J 


6x pvpax pwpx 


=[2x-sin(x+y)].1+[2y-sin(x+y)].0 


se 
AL 一 V 


OU 6u6v 6uocw X 1 X 
一 古 =y 2 一 + 一 广 xy 一 上， 
yy 》 


人生 仙人 | 
人 


ss 
Oxoy 6 0y 


-全 则 区 二 玫 隐 引 - 二 训 
人 


(9) 记 v= 关 上 7 
OU _ df ov 


Br dvax 


m_df pv 
0y dv oy 


OU _ df ov 


Dr dv OZ 


+22， 则 


2xf (xc 十 放 二 2)， 
2y 太 (CT 太古 2 ， 


2z1 (xc 十 广 十 2) ， 


癌 
y 3 


6 各 
DGx” 


一 一 =2F(x+ 注 十 2) 2x 二 方 (c++ 十 2) 
X 


=2F(C+ 人 7 上 +Z) 十 4X? 大 (x“ 十 多 +Z2)， 


6 
Oxoy 


= y 卫 六 CO2+P 二 2] 
Ox 


=4xyf"(x 十 太 二 2Z2)。 


Ow 0w cx oOw0y 6ow 6z 


(10) 寺 


Bu ax 人 6y 6U 60z pu 


COw 0w cx， 0Ow 2 0Ow 0z 


二 十 叶 ， 


之 + 


By &x 0 0Oy 6z 0Ov 


orw 
OUOv 


0 Ow 0 人 0 Of 
二 二 LU 
uv ”pu iu 6u 


0 cx | 护 人 0 0z 
Ox 六 0y 


纺 B 及 动 | 及 色 
6x OU 66uU 6 0u 


6z pu 


十 UL( 


= 放 +C+W 记 - 
: 设 f(xy) 具有 连续 偏 导 
太 (六 交 )。 


Ox 6U 


户 +W-W 太 + 太 +uvf。 


数 ， 且 fxx2) =1， 


解 在 等 式 f(xx) =1 两 边 对 x 求 导 ， 有 


直 下 光一 = 帮 (Cox)+2x1cx)=0， 


Cx “ 兽 二 
再 将 广 (x,x-) = x 代 入 ， 即 可 得 到 
二 三 二 二 
方 (xx ) = D 9 


3. 设 fx 刀具 有 连续 偏 导 


数 ， 且 1d,D =1， 


果 p(oO = fx f(xoO)， 求 wo(1D。 
dp(x) -Y pf 到 
解 0 Ce y(OO) 


将 
二 


oa 0 起 6y 0 


0y 6U 


0z 0U 


AP(xwx)=x， 求 


六 全 关 2 ES 刘 


do 驳 直 久 


dx “本 0y 和 


yCO = fx x) ， 
由 于 yC = AD =1， 


= 让 D+ 廊 LDLD+ 访 LDO)=17。 


以 x=1 代 人 人 上述 等 式 ， 得 到 


4. 设 z= 一 之 一， 其 中 1O 具 有 连续 导数 , 且 1D*0, 求 二 汪 + 二 衬 。 
帮 x 一 》) y 9y 
解 多 - 7 sf) 201 -7) 
2 六) 人 
2 
4 fc -y) 广 -y) 
直接 计算 可 得 
10z 10z 工 
机 一 oO 
Xex By JJf( 一 
D。 设 z= arctan 二 ， x=u+v，y=u-v， 验 证 
了 
OZ 07 U 一 YV 
十 一 
6uU 6v 虹 +V 
证 OZ 2 
OU 6x6u 6y6u 
| | 一 X 
2 2 2 又 2 十 2 ? 
了 
2 _ 2 32 
ov 6xov 6y ov 
工 工 工 X 了 十 X 
一 本 2 妈 邓 十 友 ) 
+ 站 
了 了 
又 由 于 妃 + 妇 =(u+w+-v2 =2u2+2v2， 所 以 
0z 07 2y U 一 YV 
十 一 一 | 
6uU by 生计 
6. 设 p 和 具有 二 阶 连续 导数 ， 验 证 
6 6 
(1) u=yp(x2 一 y 商 征 一 证 6 ; 
了 
9 


(2) uw=eo(x-aD+w(x+ab 满足 波动 方程 


O 〇 


Gx” 


2 
证 〈D 色 -y2pec 妆 
Ox Ox 


6(x 一 姓 ) 
Ox 


=yD'( 生 一] 六) =2xyD'( 一 六 )， 


6u Do( 和 一 交 

-p02-y)+y OO 人 y ) 

Oy Oy 

0(x 一) 
Oy 


=0O(C 一 六 )+yD(OC 一 三 ) 
所 以 


=g( 一 四 -27 一 六 )， 


过 
《2) 型 -gx-aD+Y +aD， 2 =-aD+Y x+TaD， 


人 = 一 QD(X 一 ati)T+aw (x+at)， 


6 
风 
2 =azp"(x-an+a2wn"(x+at)， 
所 以 
加 
682 pc” 


7. 设 z = ftx 六 具有 二 阶 连续 从 导数 ， 罕 出 22+ 在 坐标 变 换 


UL = X2 一 y2， 

VvV=2xXyY 
解 2 
Ox OUOxX vcx OU Ov 


下 的 表达 式 。 


》 


人 册 5 067 pv 6"z pu 0970 
6x- OU 6u 6x pvpu Ex 7 Ox “ Ox 


0z 076uU 6zpv Oz 0z 
三 十 三 -27y7- 一 +2xX 一 ， 
oOy 6uU6y 6vp0y OU 0v 
学 这 2 汪 熏 
OZ 7 22 人 2 2 


0 6u 6 0oy 6veu 0y uv oy 6v py 


6u 有 6u- < vau - 6v- 


由 于 到 + 吧 = 站 +2272+ 天 =(2+y 2， 所 以 


2 2 2 
0 +y 人 =4TV(C + 人 
6x 0y”? 0Ov 6u 


2 区 泛 
人 


y 6x xy xpy 


一 = 一 =Xe 
BDx JE 》 6y 》 
字 交 2 
-2 ， =e 7 一 2xX2y2e 7 雹 -2xye 
xx 
所 以 


人 
y 6x“ 7 X 8y“ 
9， 如果 画 数 fox 妇 满 足 : 对 于 任意 的 实数 :及 xy， 成 习 
ep)=t xy)， 
那么 / 称 为 mn 次 草 次 本 数 。 
(1 证 明 n 次 齐 次 函数 了 和 诺 足 方程 
2 y 守 


风光 
一 
= 一 2 了 O 


Ta 放 ， 
人 
(2) 利用 上 述 性 质 ， + 丈 求 出 x 生 +y 生 


75。 
证 在 等 式 fg) = 吉 ef y) 两 边 对 上 求 导 ， 


人 一 xftxty)+y 六 (tty) 至 nt Fo 》 


将 1 代 和 人 即 得 到 


SO 2 吧 2 - ss _X  ， 
2y @u 0Oy Ov 0Oy dv 0y 六 (wy) 妨 广 (wy) 2 9 (v)， 


光 
过 到 fo- 六 Po- 元 9 +X( 和 (wo 型 + 户 (由 史 ) 
6 
5[ 记 (uY) 十 户 () 字 9 "( 二 


11， 设 向 量 值 函 数 f : R: 一 Rs 的 坐标 分 量 函 数 为 
X 一 了 十 风 人 
y=u2 一 v2， 
Z 一 UV. 
向 量 值 函 数 g : R: 一 Rs: 的 坐标 分 量 函 数 为 


U=rcosO， 
Re 
求 复合 画 数 f 9 的 导数 。 
2U 2v 
解 fu)=|2u -2v |， gog-| 光 9 
WE SinO rcosO 


所 以 


2rcoSsO _ 2rsinO 
coSO_ -rsnO 
(fog)(r,9)= (gr,0))g(r,9) =| 2rcosg -2rsing | .| 
SinO rcosO 
rsin O rcosQ 
27 0 


=| 2rcos20 -2r "sin20 |。 


rsin 20 r2cos20 


12. 设 w= Foxuv)， uU=g(y ZJ，v=Rhx 们 示 wu Ow aw 


6x 0y 6z” 


0Ow 不 1 0v 
解 十 了 六 ， 
Gx 2 DOv 6x 一 


oow 6f 0u 9 Ov 
一 人 = 思 9gy + 人 人 P， 
0y 6u pv py 


ow ofocu 
6z pui6z /9 
13.， 设 z= 几 ，uw=InyVx2z+y2 ， varctan ~ 
解 07 2 0z 0Ov 
6x 二 Ov GOx 
1 
=VuU 5 十 由 na :| - 
X X 
了 的 
X 
汉 v 多 
=Vu 人 Inu>a ， 


67 07 2 
oOy 6uU6y 6vpy 


所 以 
07z 06z 抽 中 


Cx Oy X“ 十 》 


其 中 必 =InyJxz+yz ，v= arctan 之 。 
X 


、 -arctan> 2? 了 
14. 设 z= (e+y ， 求 dz 和 
芝 z= (+))e 和 8 


一 arctan 字 一 1 


OZ 一 arctan 字 
解 -一 =2xXe “十 (x+y)e 
Ox 


一 arctan 了 


=(2X+yY)e 5 


OZ 一 arctan 字 一 arctan 字 一 1 
XX 


一 =2ye “+(C+y)e 
少 


， 求 d。 


X 十 y 


yx 十 Xdy 和 


2 


时 


所 以 


一 arctan 忆 
=|[(2x+y)dx+(2y-xdyle  “， 
6Gx 0y 
“ arctan 立 尝 arctan 一 2 一 一 2 二 arctan 
人 
OxOy X X“ 十》 


15.， 求 下 列 画 数 的 全 微分 : 
(1 uw= Fax2+by2z+cz2) 
(2) u= FCx+ 包 效 ) 
人 fnd+x 十 多 ? | 


解 (上 ) 令 v=ax+b+cz2， 则 


Ov Ov Ov 
qdu = 广 dx+ 一 d+ 一 d 
uU= 三 (V)( 二 也 二 27) 


=2f(ax +by +cz )(axdx+bydy+czdz)。 


(2) du = 人 
Ox 0y 


=(+J)dax+(+x)dayo 


(3) du = 外 dx+ 和 dy + 站 dz 
Ox 0y 


2 X+y 十 Z 
六 二 (Xqx+ ydy+Zzdz) +(e 万)(dqx+dy+az)。 


1 二 妇 十 大 二 到 
16. 设 fa 有 具 有 任意 阶 连续 导数 , 而 v= fox+by+cz。 对 任意 正 整数 K， 
求 dxu。 
解 ” 当 k=1 时 ， 成 立 
au= 三 (ax+by+cz)d(ax+by+cz) = 三 (ax+by+cz)(adx+bdy+cdz) ， 

应 用 数学 妇 纳 法 ， 假 设 对 于 K 成 世 

du = CO(ax+by+cz)(adx+bdy+cdz) ， 
则 对 于 K+1 成 立 

deu=d(d=dLfo(ax+by+cz)(adx+bdy+cdz)] 


K+1 


= fei(ax+py+cz)(adx+bdy+cdz)。 
由 数学 归纳 法 可 知 对 任意 正 整数 K 成 立 


du = FoO(ax+by+cz)(adx+bpdy+cdz) 
17. 设 范 数 z= fx 站) 在 全 平面 上 有 定义 ， 具 有 连续 的 偏 导 数 ， 且 满足 
方程 
xj 六 (xy)+y 六 cy)=0， 
证 明 : 三 (x, y) 为 稼 数 。 


证 当 rz#0 时 ， 
二 帮 (rcoso,rsinOg) = cosO 放 rcosorsinO)+snO0 广 (rcosorsnO) 
7 


-foD+ 贡 0eJ)=0， 
所 以 
太 rcoso,rsinO)= 下 (O)o 
再 利用 fx, 刀 在 (0.0) 点 的 连续 性 ， 得 到 
lim FF(x y)= Im 太 (rcoso,rsinO)= 下 (OO)= 厂 0,0) ， 


(xy) 一 (0,0) 
即 F(O) 为 彰 数 ， 所 以 fx) 为 前 数 。 
18. 设 n 元 函数 /在 R" 上 具有 连续 偏 导数 ， 证 明 对 于 任意 的 
X 二 (xb xxXn ) y》 三 (yb yy) < 及 - 》 成 立 下 述 Hadamard 公 邢 ， 


f9-f00 = 六 Ron -arty-a)dt。 
i=1 


忆 i 
证 设 FO= fx+ty-x)， 则 
-fcO=FO-F(O)=|F(Ddt。 
转 乎 


0O(Xi 十 t(Y 和 %)) 
CL 


FOOD- 六 CrtO 一 


-axtt- 问 。 
所 以 
fr-fa=FO-F(O) 


莹 > | -Gerty-)dts 


习 题 12.3 Taylor 公式 


1. 对 函数 fx y) =sinxcosy 应 用 中 值 定 理 证 明 : 存在 os(0,D， 使 得 


3 区 TO OO 和 1 .7180 700 
= 一 COS 一 -COS Sin -Sin 一 。 
4 3 3 6 6 3 6 


证 设 (xi, yo) = (0,0)，(Ax,Ay) = 1 对 酚 数 三 (x,y) =Sin xcos y 应 用 微分 
中 值 定理 〈( 即 k=0 时 的 Taylor 公式 )， 可 知 存在 gs(0D， 使 得 
二 网 -0.0)= PCOAx,BAy)Ax+ 太 (OAx, OAy)Ay 


歼 TO 71O 和 1.780 .7 


2. 写 出 男 数 f(x 放 =3x+7-2xy-2x2-6x-8y+9 在 点 (42 的 Taylor 
展开 式 。 


解 foy)=3(x-D+ 下 +[0y-2+2-2[(x-D+ITICy-2)+2] 


-2[(x-D+H[(y-2)+2] -6[(x-TD+H-8[(y-2)+2]+9 


=-14-13(x-1D-6(y-2)+5(x-1T -12(x-DO 一 2)+4(y 一 2) 
+3(X-1D -20xX-D(7-2)-2Xx-DO -2 +(7-2)。 
注 本 题 也 可 设 v=x-Lv=y-2， 于 十 
帮 (xy)= FuU+Lvy+2) 
=3(Cu+TD +(v+2 -2(00+D(v+2)-20+Dv+2) -6(u+TD-8v+2)+9 ， 
展开 后 再 用 v=x-Lv=y-2 代 换 回 来 。 
3. 求 函 数 F(x,y)=snxlin(+y) 在 (0.0) 点 的 Taylor 展开 式 〈 展 开 到 三 阶 
导数 为 止 )。 
二 
解 Fe 人 =(Cx 全 约 ) 
=- 岁 -5 咏 +o(WR+D 门 。 
4. 求 本 数 三 (x, y) = ex 在 (0,0) 点 的 mn 阶 Taylor 展开 式 ， 并 写 出 余 项 。 
解 (0e 力 =1T+ x+ 月 + 三 C++ 二 (x+ "+ RN， 


甘 7 二 1 ery) 。 
其 中 R 证 二 风 失 
: 设 Fe 放 )= 革 X>0o 


(1) 求 fx 在 do) 点 的 Taylor 展开 式 〈 展 开 到 二 阶 导 数 )， 并 
计算 余 项 R，; 
(2) ， Taylor 展开 式 , 并 证 明 在 (0 点 的 某 
领域 内 ， ne 矶 :05 


解 〈1) fo7)=1-(x-D+(x-TD? -了 +R， 


1 6 61 
R&- 划 9 号 + 总 | UL+OCx-D,Oy) 


COS77 3 Sin77 > Cos77 > Sin771 3 
一 X 一 | X 一 机- y 十 X 一 全 y 十 


其 中 <=1+b00x-D，7=gOy，0<0<1l。 


(2) fox 让 =1+ >[ 立 ciCD mm- PicosCmx-Driy0+R 
nmn=1 刀 7 j=0 


及 = 


二 
CE 


当 x=1 时 ，<=1， 对 任意 ye(Coo+o)，R >0(K->o) 显然 成 立 ; 


\T/ 工 2 4 一 人 工 as 
汝 0 民有 卫 全 人 全 本 村 是 对 任意 ye 有 
3 3 本 的 这 
1 ktHti KK 十 1T! 工 5 
Ru | 
(HTDI 名 + 六 西区 
_ 工 学 1: x] | 性 区 人 小 二 | 全 本 | 
图 所 州 一 名 放 x-1 辣 


因此 也 成 立 R >0 (Ko)。 
6. 利用 Taylor 公式 近似 计算 8.962 〈 展 开 到 二 阶 导 数 )。 
解 考虑 fx 站 =(09+M22 在 (00) 点 的 Taylor 公式 : 
F(x, 站 =81+18x+81in9y+X” +@+18Ing9) 东 + 二 四 9 注 +RRCxy)， 
于 是 
8.9629= -0.04.0.03) < 81+18(_0.04+ 81ln9.0.03 


+(-0.04) +(9+18ln9).(-0.04) .0.03+81/2 .1jn?(9).0.03” 

s85.74。 
7. 设 fx 妇 在 R2 上 可 微 。1 与 是 R: 上 两 个 线性 无 关 的 单位 向 量 〈 方 
向 )。 若 


O 
(06 力 =0， 二 起:25 


证 明 : 在 Rz 上 fx 诱 = 生 数 。 
证 设 1 =(cosw,sinw)， =(cosw,sinw)。 由 于 fx 由 在 R2z 上 可 微 ， 
OoJ= Cocosa+ 有 osinw =0， 
oo = 太 (x y)cos as 十 万 (x%， y)sinaw, =0o 
因为 1 与 忆 线 性 无 关 ， 所 以 


COSCI Sin Ci 


。 》 
COSWwW， 3S1DCW2> 


因此 上 面 的 线性 方程 组 只 有 雾 解 ， 即 
六 (xy 力 =0， 凡 (x,y)=0o。 
于 是 由 推论 12.3.1 知道 F(x, 站) = 常数 。 


8. 设 fox 站 =sin 之 (xz 上 0)， 证 明 : 
X 


大 
6 6 
0 ,全 0， 大 >1o。 
医 过 帮 xy)=0， 


[7 excos| -此 ]+yreos 二 =0， 
6Ox ”0y X X X X 
所 以 当 K>1 时 成 立 


大 一 1 
0 6 0 6 0 6 
一 +y 一 ,y) =| xX 一 +y 一 一 +y 一 ,y)=0 
医 ) 之 三, y) 医 ) 之 医 总 ]reo 


习 题 12.4 隐 本 数 


1. 求 下 列 方程 所 确定 的 隐 范 数 的 导数 或 俞 导数 : 
(1 siny+e 一 xy =0， 求全 ) 


dx 
~ dy . 
(及 -过 二 冯 求 ， 
dx 


(3) InVx2+y2 =arctan 之 ， 荡 -， 
X 
2 
(4) arctanX 少 _ 少 =0， 求 尼 和 4 人 
Q aq dx dx 


了 
Z y 6x 0y 


:pz 6 60607065z 
(6) e: -2=0， 求 二 ， 二 ， 一 和 ; 
0 6x” py ”6 pxoy 


>6z 6z 07zf0z 
(7) zz-3xz=as， 求 一 ， 一 和 ) 
人 ax” py ”6 pxoy 


(8) F(x+ 风 y+ZzZz+X=0， 求 宅 和 所 ; 
6Ox 0y 


DGx” ， 


(1 东区 冯 和 22 
6x 0y 


>67 6 637 607 
10 9 =0 ”> 中 O 
〈10) F(x,xX+yX+y+2Z)=0， 求 去 ， 宛 ， 3 


解 (GD 设 Fx 放 =sny+es-xy=0， 则 


dy 互 久 一 er 


4 


da 民 cosy 一 2Xy 


C) 设 F(xJ7)=- 关 =0， 则 


峭 - 严 -YY 一 沪 


dx 已， xyInx- 和 2 
注 _ 本 题 也 可 先 在 等 式 x = 六 两 边 取 对 数 ， 然 后 设 
C(x,y)=ynx-xny=0o。 


(3) 设 Fx 记 =InvVx+ 六 一 arctan 
了 了 


d 几 及 -x+y 


< 三 作 二 册 


X 


Gx 书 。X=-y》 


(4) 设 F(x 们 三 本 = 则 
Q Q 


X 


dy 已 
已 CC+J 


dx dx dx dx (x+y 


2 赤 之 
和 -号 和 业 )-- + 生 2 


(x+y) 


(5) 设 F(wyz)==-imn 二 =0， 则 
2 》 


0z 上 7z 2 2 
OCXx 忆 x+z ”py 已 yxX+2” 


Z 


(6) 设 F(xwyz=e -xz=0， 则 


6 忆 冯 6 也 和 2 


6z 6 [ y 6 yZ [ 0z ] 27z 
《 


8 BLUEax ez-xy bx (ex px @ 一 xy 
0 60616z 1 [ 2 XZ | ,6z ] 
= 一 | 一 | = 一 Z 十 X - 了 | e y 
6Oxoy 6X\Oy ) 6 一 xy 6x / (e 一 xy) 6Cx 
人 2XyZ XyZ“e5 


人 y (ez 一 Xy)” (ez -xy)3 
(7) 设 F(xyz]=2-3xz-a=0， 则 


az 
kx FF -ty py 下 22-xy 


6z 0616z y OZ yZ 6z 下 2xXy Z 
| 人 | 二 一 | 
Ox ” OKVOX) 7 -xy\Ox) (7 一 My) OGx (2 一 


6z 616z 1 | 2 XZ | 6z 
二 二 | | 三 三 Z 十 X 学 元 | 2 y 
Oxoy OOy ) 2 一 xy 6x) (2 一 xy) 6Ox 
Z5 一 2xyZ3 一 X<y2z 
(2 一 xy) 


(8) 由 fx+ywy+zz+a=0 即 可 得 到 


(e- 


y2z2e5 


一 xy)3 


和 Ah+h 2 + 六 


ak Pt+Pp By 记 + 广 


(9) 设 F(xyz)=z-Fxz,z- 仆 =0， 则 | 


2 砂 多 必 记 
Ox 及 1- 太 一 户 0y 玉 1- 基 -六 


0?z 加 1 攻 | 尝 | 2 | 
二 = 一 | 过 | = 一 一 -一 | 一 + Zz+x 一 | 帮 +Z7 一 及 
0x” XGOX) 1- 太一 六 | Gx 
瑟 | 
各 这 友 sx] 这 记 | 


和 1 0z Z 6z 
二 人 -| 竣 一 万 + 区 请 +2 一 下 | 2 x 衬 j 记 +[ 宪 中 | 


(10) 由 三 (x,x+y,X+yY+Z) = 0 即 可 得 到 


OZ + 万 + 访 oz 亡 + 户 
Gx 人 


0 012 二 0z 2Dz 
呈 - 冯 宇 j- 上 | + 人 名 Pa+ 记 + 记 +[ + 宪 | 


人 2 
太 人 人 | + 有 4 [+ ] 可 


二 二 | 人生 2 二 入 到 矶 关公 让 记 二 大志) 友 


二 全 训 和 2 
6x6y | 加 呈 | + Pt + 儿 | 司 十 有 | +| 1 电 ] 本 


=- 再 [ 司 (+ 训 )- 访 大 全 二 知人 丰 二) 二 有 和 下 


2. 设 y=tan(x+ 妇 确定 > 为 x 的 隐 函 数 ， 验 证 
dy _ _ 2Gy +8y +5) 


dx” y 


证 由 
y'"=sec" (x+Jy)(L+y)=(+y)(GL+y) 


解 出 


工 


二 二 二 
再 求 二 阶 和 三 阶 导 数 ， 有 
2 ， 2 :> 
光 本 状 二 克 中 ， 
， 攻 加 ， ， 20 六 +8 妈 +5) 
二 二 沙 6 一 8 O 
yy yy 》 


3. 设 引 是 可 微 本 数 ， 证 明 由 gex-azey-bz)=0 所 确定 的 隐 函 数 
Z= 三 (x,y) 满足 方程 


aq- 一 +D- 一 =cCo 
Ox 0y 
证 由 ycx-azcy-pz)=0 可 得 到 
Oz _ C 催 人 丰 Drz _ c 内 


Bk  -o 响 -b 办 。 吹 + 办 ”By -天 -b 恩 ao 玫 + 四 
所 以 


0z 0z 
一 +b 一 =cCo 
6Ox 0y 
4. 设 方程 Mgx+zymy+x2=0 确 定 隐 函数 z= fowy)， 证 明 它 满足 方程 
0 2 X 
6Cx 汪 、 2 
证 由 于 
+z[ -二 -二 jh 
ee: ) ”JJ 四 -2 太 ， ”MX 而- 交 汐 
MK 工 44+I 和 。 X( 鸡 + 也 ) 四 工 和 + 工 yx 鸣 + 了 ) 
了 所 了 所 
所 以 
2 2 X 
OCXx 2 
5. 求 下 列 方程 组 所 确定 的 隐 函 数 的 导数 或 偏 导 数 : 
1) Z 一 X 一 =0， dy dz dd y 和 dz 
x2+2y2+3z2=402 dx dx dx dx 


十 0， 人 
XU 十 yV = 求 过， 2 ， 
YU+XV = 二 0Oy 6Gx OxOy 
(3) ee 求 色 和 匀 
gu 一 XiVy)， Bk 6x 
X 一 LU 二 V， 
求 兰 和 对 .; 
ee 6x 0y 


Z=U2v” 


《4) 


X 一 e” COSvV， 
(5) y=e"snv， 未 芋 相 至 。 
人 6Ox 0y 
Z 一 由 十 V， 


解 〈1) 在 方程 组 中 对 x 求 导 ， 得 到 


由 此 解 出 


dy X(L+67) dz X 
dx y(2+67)” dx 1+3z 


再 求 二 阶 导 数 ， 得 到 


dy (1+67) xX(L+67) 几 ， xX(-3) dz 
dx” y(2+6z) 兴 (2+67) dx 2y(L+3z) dx 


1 1 X(1+67)” 3X 
2y|j1+3z7 27(+3z) 2 (+32Z 


dz 1 3x 中 1 3X” 
dx 1+3z7 (1+3z2 dx 1+37 (+323 


(2) 在 方程 组 中 对 x 求 俞 导 ， 得 到 


解 此 方程 组 ， 得 到 


OU _ UK-w 6 WwW- 几 
有 ”了 


在 方程 组 中 对 y 求偶 导 ， 得 到 


有 四 2 光 2 一 4 
和 
6x (7 一 X) (y -x ) 


( 吧 一 x7 (2 
(G) 在 方程 组 中 对 x 求 偏 导 ， 得 到 


水 s 2 有 并 一 人 4 
党 -二 -人 MK- 吵 270 + ) 一 4 


cv 
训 所 


6u | 2 
-一 =|U+X- 一 | 矿 + 
Ox Ox X 
解 此 方程 组 ， 得 到 
Gu _ 亡 9 +uUC2vyg， -了 cov =- 六)g 一 及 9 


ax 亡 9 一 (了 -DC2vyg -TD Bx 万 9 一 (Oh -DGC2vyyg -1 


dd) 在 方程 组 中 分 别 对 x 与 y 求 俞 导 ， 得 到 


和 和 
GOx  Ox 与 0y 0y 
0 aa ar 
6x 6x- py 0 


解 此 两 方程 组 ， 得 到 


OU 9 1 OU ”0v 


1 
ex 6 2 Oy 0y 2 
志 以 
2 二 2uv” Ce 六 呈 =UVCU+V)， 
6x OCX Ox 


2 = 2uv? 区 =Uv(U-v) 。 
0y 0y 


0Oy 


G) 在 方程 组 中 对 x 求 偏 导 ， 得 到 


OU  ，.，， 0v 
1=e cosy- 一 -6e Siny 一 ， 

Ox Ox 
7 6v 
0=e' Siny- 一 +e cosy 一 ， 
Ox Ox 


解 此 方程 组 ， 得 到 


OU  ， 
-一 =e ”cosy, 一 =-e “Siny， 
Gx GOx 
所 以 
0z 三 油 OU ov Ov 下 2(UcoSsvy--vsinv) 
6Cx 6x 6Cx e 


在 方程 组 中 对 y 求偶 导 ， 得 到 


OU  ，.，， 0v 

0=e cosy- 一 -e Siny 一 -， 
Cy 0y 

已 二 6U 也 

1=e Siny- 一 +e cosy 一 -， 

0y 0y 


解 此 方程 组 ， 得 到 


咏 _ - 
-一 =e "snv- 一 =e ”cosy， 
Ox 
所 以 
人 
Oy 0y 0y e" 
6， 求 微分 
(1) x+2y+z-2Jxyz=0， 求 dz ; 
X 十 = 凡 TV， 
(2) X _ Sint 求 du 与 dv。 
yy sinyv 
解 (1 直接 对 等 式 两 边 求 微分 ， 得 到 
dx+2dy+adz 一 (yzdx+xXzdy+xydz)=0) 


V20z 
由 此 解 出 


人 5 


XiZ 一 允 xyz 一 xy 2 
O) 直接 在 方程 组 中 求 微分 ， 得 到 


dx+dy =adu+dv， 


1 X COSU SinUCOoSYV 
Gx dy = 一 -一心 二 
y y Sinyv Sin v 


解 此 方程 组 ， 得 到 


Sinv 二 XCcosv XCOoOSv 一 Sinu 
du = 一 dx+ 一 
XCOSV 十 yCOSU XCOSV 十 yCOSU 
COSU 一 Sinyv COSU 二 Sin 
dv 国宝 全 人 和 全 人 


XCOSV 十 COSU XCOSV 十 YCOSU 


F(y 一 yy 一 2Z) = 0， 


于 疫 | x0o) 是 由 方程 组 cl 引 -。 所 确定 的 向 量 值 隐 范 


Z= ZJ) 
数 ， 其 中 二 元 西数 和 分 别 具 有 连续 的 全 导数 ， 求 洗 和 旦 。 
解 (1) 在 方程 组 中 对 y 求 导 数 ， 有 
dx dz 
(人 pn 
8 


解 此 方程 组 ， 
dx _yPmG， + xyFG +(7 一 2) 忆 G， 
dy y(PG: -六 己 GI) 
0 __ 20C2 -FPC 一 (x+J)FG) 
dy y(RG; -y2F2GI) 
羡 =FCosO， 
8. 设 foe 具 有 二 阶 连续 从 导数 。 在 极 坐标 | 9 变换 下 ， 求 
过 2 
六 有 
6x 0 


关于 极 坐标 的 表达 式 。 


解 ”经 计算 ， 有 


站 
Or 0xor 0r60r OCx Oy 
人 
6060 6x600 6r600 Cx 0y 
浊 2 2 2 2 
六 -cosb 565 汪 六 _sing 二 三 -SinO 5 1 
Or OCXx Oy6x OxOy Oy 
没 史 
-cos205 六 _2cosbsing 守 三 +sin202 E 
X OyGx 0y 
区 过 训 
- -recosg 革 -rsing 和 -rsing 人 1 
00 OCx 0y Cx OyOx 
避 权 
+FcosO 0 1 +reosg 密 
OxOy 0 y 
喧 2 汉 
二 和 sin2g2 +2singcosg 二 三 +cos2g5 ， 
Ox Oy Ox Oy6x 0y 
容易 验证 


人 1 了 人 


Br r2p8b2 rp 62 62 
9. 设 二 元 函数 1 县 有 二 阶 连续 偏 导数 。 证 明 : 通过 适当 线性 变换 


U=X+4y， 
V=X+/y， 
可 以 将 方 程 
2 2 2 
0 
Cx OxoOy Oy 
化 简 为 
这 
0 E 
OUOv 


并 说 明 此 时 41,z 为 一 元 二 次 方程 A+2Bt+ct =0 的 两 个 相 异 实 根 。 
证 经 计算 ， 有 
of_ 引 久 9 引 人 
6x uabx pbvax 6u pv 


坟 _ 不 0 丸 2 
0oy OUOy ovo0y OU Ov 


12 


0 0fiu 60ro 0 60faov 6 0 06f 
5 十 十 下 二 十 2 于 = 
Ox 06u- 6x 6vou6x upovy6x ov 6x 6 Oovou 60v 


2 和 这 621f 2 攻守 2 


十 + 一 -一 
0 6 oy 6v6u py upv ay 6 py 
2 人 大 2 
5 和 
人 
有 人 
所 以 
2 立 
和 
OGx OxOy Oy 
汪 2 2 
=(A+2B4+C4- / 3 
OU Ov OU 


由 条 件 Ac - B: <0 知 一 元 二 次 方程 A+2Bt+ct =0 有 两 个 相 异 实 
根 ， 所 以 只 要 取 1,w 为 方程 的 两 个 相 异 实 根 。 此 时 由 4+w= -全 年 
= 和， 可 得 
A+B(L+A+C4w = 8 


er 


基 0 ， 


10， 通过 自 变量 变换 |* “变换 方程 


,， D?7z 62z ,， D?7z sy 兆 
一 一 十 2bx =0 ab,c 为 常数 。 

和 

解 由 <=inx7=my， 可 得 


7 00 1 0 01 190z 
6x 6cpkx x6oc ”6 616y yy671” 


67 16z7 10 67z 106z7 160 6“z _ 工 6“z 
2 xp pc pb 风 612 帮 81 py6x 妙 610E” 


代 人 原 方 程 ， 得 到 


2 2 2 2 2 2 
0 E 0 人 十 20 十 C 人 =0。 
px 6 65 0c07 67” 607 


1 通过 自 变 量变 换 | 人 变换 方程 
v=x+2y 


607 607 10z 


三 = 十 = 
6x OU6K pv 6 ov 0 mo oro0y 有 


和 322 上 |[ 2 
au ev 


DZ 62z， 02z 97z 6“z 1 [这 汉 ]+ 6“z 0 
ax 6 pevu 6 ”bj 怕 au ay) ys” avu 2 广 


所 以 原 方程 变换 为 
627z 
upv 
12， 导 出 新 的 因 变 量 关 于 新 的 自 变量 的 偏 导数 所 广 足 的 方程 : 
U=X 十 y”， 
(1) 用 WA 及 w=nz-(x+ 尹 变换 方程 
X y 
0z 0z 
以 -BO ) 


CD) 用 | ,及 w=x+y+z 变 换 方程 


2 2 2 
2 -2 太 生 + 1 之 z_0 ， 
X 


6x” 6xpy 0y- 
凡 =X+ yy， 
(3) 用 | _ 纪 “ 及 w= 三 变换 方程 
X 


027z 6027 027 
十 和 
6x” 6xoy 0 


解 (1) 由 w=linz-(x+ 们 得 到 


0z 0Ow Oow 1 0w 
一 =2Z| 一 +1| =27| 2x 一 -一 一 + |， 
6x Ox OU X 6v 
0z 攻 | ow 1 60w | 
-一 =Z| 一 +1 =Z 一 一 二 一 二 人 |5 
Oy 0y OU yy ov 
AS 
1 一 X)Z 
Oy 2 
得 到 
oOow yy 0w Oow  X 0w 
2 于 2x 一 -二 一 +x|-z0y-x=0 
| 二 y] :| pu 太 pv | 人 
化 简 后 得 到 
如 -0。 
Ov 
(2) 由 w=x+y+z 得 到 
人 
GOx  Gx ov ”pb 0 py 
627 bw _ bw bw 67 bw bw 0607 0w 
郊 .和 十 去 7 ， 一 二 
6x 6u Ouov 0v Oxoy 0Ouov 0v oOy” ov 
公关 
2 2 
0z [14 迷 ] 5 人 0， 
6x” 6xpy X 16yY 
得 到 
02w vv 02w 
6u- 6v- 
(3) 由 w= 夺 得 到 
X 
6z 6w | 6w y 2 rz 6w pw aow 
一 =w+X- 一 =w+| xx- 一 -一 一 一 =X- 一 =X- 一 +-- 一 ， 
Ox 6Cx OU  X ov Oy 0y OU 6v 


607 6w 6w | ov 0 2y 0"w 刀 0w 
汪 ov 6 xpubv 和 6 


6 pu or lo 如 pv 


aow pw 2y6w 六 0 w 
+X 一 一 十 一 
OU OU X OUuOv X oOv 


067 pw 60w 160w 
页 三 尺 7 尘 站: 一 三 
0y OU OuOv X ov 


代入 
627 67 0 
二 二 光 + 一 =0， 
Cx Oxcoy 6y 
得 到 
妹 


13. 设 y= foecnD ， 而 :是 由 方程 F(x wb =0 所 确定 的 xy 的 隐 丁 数 ， 其 
中 和 FE 都 具有 连续 偏 导 数 。 证 明 
af saF eraF 


几 Bat 6cax 
da 引入 
atby tt 
证 “” 设 由 方程 F(xynD=0 所 确定 的 隐 范 数 为 *= hx y) ， 于 是 承 由 方程 
y= fcD=F(xhnxoy) 确 定 了 隐 本 数 y>=y， 并 由 此 可 知 t 也 是 x 的 一 
元 函数 ， 即 r=mn ( x， y(COO)=t(oO。 
首先 在 等 式 FoeyD=F(xyC0,t0O)=0 两 边 对 x 求 导 ， 得 到 


BF BF 由 BF 


在 =0)， 
Ox 0y 琶 6t dx 
解 出 
CE 
dl 6x 6 dx 
de OF 


0 
然后 再 在 等 式 y= 三 (x,t(x)) 两 边 对 x 求 导 ， 人 得 到 


必 -9f fd af II FE 由 人 
dx 6 stdx 6 bd 人 八 8) 
从 而 解 出 
af 6aF 6f BF 


内 6x8 6tex 
dx 6f OF 6F 


Bt py tt 
14. 设 二 元 函数 fx 7:R2: >R 有 具有 连续 偏 导数 , 证 明 : 存在 一 对 一 的 
连续 的 加 量 值 本 数 G(:R >R:， 使 得 
oG 三 节 数 。 
证 ” 若 函 数 fx 六 恒 等 于 常数 ， 则 任意 的 一 对 一 的 连续 的 向 量 值 本 数 
GD:R >R2: (例如 GD =bD ) 都 满足 要 求 。 
现 假设 函数 fx 几 不 恒 等 于 常数 ， 则 存在 (x,”)， 使 得 fox, 和 
六 (x,y) 不 全 为 0， 不妨 设 放 ooyoz0。 记 FJ)= Fo 人 -Fooy)， 它 
满足 定理 12.4.1 的 所 有 条 件 , 所 以 在 x 的 邻 域 (o 电 存在 严格 单调 的 连 
续 函 数 7= 900 满足 F(xgC0)=0， 即 /0xgCO)= 和 常数 。 
设 *= anz| 守 -了 的 逆 范 数 为 x= x(D:(-oo+o) 一 (an， 则 
QQ 
GD =(x(D,9g(x(D)) 
是 R >R: 的 一 对 一 的 连续 的 向 量 值 画 数 ， 满 足 题目 要 求 。 


习 题 12.5 仿 导 数 在 几何 中 的 应 用 
上 求 下 列国 线 在 指定 所 处 的 习 线 子 计 于 面 方程， 


了 =X 


o | 区 浊 在 (下 点: 


X 三 上 一 Sin t， 

(2) yY=1-cost， 在 := 了 的 点 ; 
Z 一 4sin7 
X+yY+Z=0， 

(3) 攻 7 在 4-29 点 : 


(4 X2 十 多 2 在 | 站, 交 ,站 名 。 
X 十 2 = 及 到 有 全 


解 〈1) 曲线 的 切 向 量 西数 为 02x TD 在 [ 忆 点 的 切 向 量 为 


(2 习 。 于 是 曲线 在 | 11 二] 点 的 切线 方程 为 


2(x-D =y-1=4(2z-1， 
法 平面 方程 为 
8x+16y+2z7=25。 
《2) 曲线 的 切 向 量 本 国 数 为 -cosesinb2cos 习 ， 在 := 二 对 应 点 的 切 向 
量 为 07V2)。 于 是 曲线 在 = 了 对 应 点 的 切线 方程 为 


x- 到 +1-y-1- 了 2z 2， 
法 平面 方程 为 
Cr-5+D+O-D+V2(C-2V2)= x+y+V2z- 本 -4=0。 
(3) 曲线 的 切 向 量 本 数 为 2y-zz-x%x- 妃 ， 在 4-20 点 的 切 向 量 为 
(-6,0,6) 。 于 是 曲线 在 4-2.0 点 的 切线 方程 为 


法 平面 方程 为 
(4) 曲线 的 切 向 量 酚 时 数 为 4(yz， 一 XZ, 一 Xy) ， 在 | 闪 ， 六 | 点 的 切 向 量 
& &R &| 豆 的 切 
ee 的 切线 方程 为 
有 
X 克 0 2 
法 平面 方程 为 
\V2 


下 


2. 在 曲线 x=#y= 纪 z= 电 上 求 一 氮 ， 使 曲线 在 这 一 氮 的 切线 性 平面 


x+2y+z=10 平 行 。 
解 曲线 的 切 向 量 为 425032) ， 平 面 的 法 向 量 为 2D ， 由 题 设 ， 
(243t). (2D=1+4t+30=0， 
由 此 解 出 (= -1 或 -=， 于 是 
人- 和 (一 闸 
为 满足 题目 要 求 的 氮 。 
3. 求 曲 线 x=sin2b y=sintcost z= cos2i 竺 := 了 所 对 应 的 点 处 的 切线 的 
方向 余下 。 
解 曲 线 的 切 向 量 函 数 为 Gin 2t cos2t -sin 20 ， 将 := 二 代 人 得 Dj 区 


是 单位 癌 量 ， 所 以 是 方向 余 政 。 


4. 求 下 列 曲 面 在 指定 点 的 切 平面 与 法 线 方程 : 
(1) z=2x4+3y， 在 点 (2135) ; 


x 了 
(2) ez+ez=4， 在 点 (n2,in20 ; 
(3) x=u+vwy= 妇 +vz=w+v， 在 点 vu=ov=1 所 对 应 的 点 。 


解 (1) 曲面 的 法 向 量 酚 打数 为 (8x2， 972,-0， 以 (xy 交 刀 = (2135) 代 人， 得 


到 (64,9,-D ， 志 以 切 平面 方程 为 
64(x-2)+9(y-D-(z-35)=0， 即 64x+9y-z-102=0， 


法 线 方 程 为 


xX-2 yyY-L1 _ 27-35 


64 9 过“ 
村 人 于 人 全 这: 
(2) 曲面 的 法 向 量 本 数 为 | 。 二 二 - 才 e- 才 e |， 以 ez 
用 


=(n2in20 代 和 大， 得 到 (2,>,-4m2)， 所 以 切 平面 方程 为 


x--n2+y-mn2-2m2(z-1TD=0， 印 X+y-2zn2=0， 


法 线 方程 为 
1 
人 
1 1 
De 2y |， 所 以 在 v= ov =1 所 对 应 的 点 处 的 法 辐 量 为 
3u” 3vVv” 


(0,-3,2) ， 所 以 切 平面 方程 为 
-3(0-D+2(z-D=0， 即 -3y+2z+1=0， 


法 线 方 程 为 


5. 在 马鞍 面 z = 岁 上 求 一 点 ,使 得 这 一 点 的 法 线 与 平面 x+3y+z+9=0 
垂直 ， 并 写 出 此 法 线 的 方程 。 

解 ”马鞍 面 的 法 向 量 (%x 末 与 30 平 行 ， 所 以 二 -之 -二 ， 即 

y=-LX=-3,7=xy=3， 乎 是 芭 吉 汐 伍 89 在 该 点 处 的 法 线 方程 为 


x+3= 王 O =Z 一 3o 
6. 求 椭 球 面 阅 +2y2 +3z2: = 498 的 平行 于 平面 x+3y+5z=7 的 切 平面 。 
解 由 于 燃 球面 的 法 向 量 (2x 4y6 年 .35 平行 ， 所 以 =- 辽 = 院 ， 


3 5 


解 出 y= yx%z=3x， 代 入 构 球面 方程 可 得 x=46， 即 切 点 为 +(6910)。 

所 以 有 两 个 切 平 面 满足 条 件 ， 切 平面 的 方程 分 别 为 
(x-6)+3(y-9)+5(z-10)=0 与 (x+6)+3(y+9)+5(z+10) = 

即 


X+3y+57 土 83=0o 
7. 求 圆 柱 面 > 十 多 =a 与 马鞍 面 巡 = Xy 的 交角 。 
解 ” 设 (xy 习 是 圆柱 面 与 马 较 面 交 线 上 一 点 。 圆 柱 面 在 该 点 的 的 法 向 


量 为 2x%2y0)， 马 驱 面 在 该 点 的 的 法 同 量 为 (xx 妨 ， 于 是 两 法 癌 量 的 
夹 角 2 的 余 路 为 


cosO = (270) (0-DD 2 207 
VCOC Ver av av 
所 以 
二 
avVaz+ 有 2“ 
8. 已 知 曲面 关 - 交 -3z=0， 求 经 过 点 A(0.0-1 且 年 直线 > = 荆 = 二 平行 
的 切 平面 的 方程 。 


解 ” 设 切 点 为 zz， 则 曲面 在 该 点 的 法 向 量 为 (2x,-2y,-3)， 切 
平面 方程 为 

2xx-2yy-3(CZ+D=0o。 
由 于 切 点 在 切 平面 上 ， 所 以 2 -2 -3 人 +D=0， 年 曲面 方程 相 比 较 
可 得 am =1。 由 于 切 平面 年 直线 平行 ， 所 以 


(2x,-2y -3). (2 上 2)=42 一 2 一 6=0， 
与 曲面 方程 联 立 ， 并 注意 到 am =1， 可 以 求 出 切 点 坐标 为 (10 。 于 是 ， 
切 平面 方程 为 


4x--2y-37-3=0o 
9， 设 椭 球 面 2xz+3y+2 -6 上 点 pd4D 处 指向 外 侧 的 法 向 量 为 m， 求 
函数 wx 3 在 点 p 处治 方向 mn 的 方向 导数 。 


解 ”曲面 的 单位 法 向 量 为 na- dx6y22 ， 将 点 Pd10 的 坐标 代入 ， 得 


|(G4x， 6y， 2z)]| 


到 mn= 1。 于 是 ， 画 数 v 在 点 p 处治 方向 mn 的 方向 导数 为 


OU |6u 6u 0 6 8 (2,3,D 11 
二 3 ?3 “有 二 ?3 ?3 VI14 “ 至 O 
本 上 zy 本 攻 而 | 


10. 证 明 曲面 Vx+Wy+vz=va (a>0) 上 任 一 点 的 切 平面 在 各 坐标 轴 上 
的 截 距 之 和 等 于 a。 


证 设 切 点 为 (oz ， 则 曲面 在 该 点 的 法 同 量 为 


1 本 玫 本 口 站 
志 全 志 ) 切 平面 方程 为 


六 + + ZJ)=0， 
印 

站 
所 以 截 距 之 和 为 


Java+Vnva+wzava=(Vaoj=ao 
11. 证 明 : 曲线 


X 一 Qe'cost， 
y=ae'sintb 


Z=ae- 
与 锥 面 悦 +y = 于 的 各 母线 相交 的 角度 相同 。 
解 ” 易 知 曲线 的 切 向 量 为 ae'(cost-sintsint+cost1)， 锥 面 的 母线 方向 为 


(多 衫 =aet(cosbtsintD ， 假 定 它们 的 夹 角 为 02， 则 


(cost-Sintsint+cost 了:(costsint,T) 


2 
Acost-sint +(sint+cost 二 Vcos t+Ssin t+ 人 站 v6 
12. 证 明 曲面 fox -bz,ay-cz)=0 上 的 切 平面 都 与 某 一 定 直线 平行 ， 其 
中 丁 数 了 连续 可 微 ， 且 常数 bc 不 同时 为 夫 。 
证 曲面 的 法 疝 量 为 (of op,- 胡 -cj)， 由 于 (ofaf,- 叶 一 co) (bca)=0， 
所 以 曲面 的 法 向 量 与 非 雾 向 量 (b co) 垂直 ， 即 曲面 的 切 平面 都 与 向 量 
(cq 平行 ， 也 了 就 是 司 以 此 向 量 为 方向 的 直线 平行 。 
13， 证 明 曲 面 z= xf 之 ] Kg 在 任 一 点 处 的 切 平面 都 通过 原点 ， 其 中 
画 数 了 连续 可 微 。 
证 易 知 曲面 上 任意 一 氮 (x%,yz) 处 的 切 向 量 为 


COSO = 


[的 靖国 中 
X0 X0 X0 X0 


因此 过 点 (xyz) 的 切 平面 为 


0 0 0 


[多 生 Fje x+ FCo)0y 一 加 )-(z-20)=0， 
XI XX X X0 


容易 验证 ，(00.0) 满 足 上 述 方程 ， 即 所 有 切 平面 都 经 过 原点 。 

14. 证 明 曲 面 生 , 芝 宇 |-0 的 所 有 切 平面 都 过 某 一 定点 ,其 中 本 数 只 
X 

有 连续 偏 导 数 。 

证 ， 易 知 曲面 上 任意 一 点 (kx,y,z) 处 的 切 向 量 为 


1 1 1 
| 疡 -及 ， 肠 2 肠 S 忆 | 
2 X0 X%0 Jo Jo 20 


因此 过 点 (x,yz) 的 切 平面 为 


1 y 1 Z 1 X 
| 刀 je | 妃 sjo 人 | 扎 jc Zo)=0， 
所 X0 Jo 2 


20 0 0 0 


容易 验证 ， (0.0.0) 满 足 上 述 方程 ， 即 所 有 切 平面 都 经 过 原点 。 
15. 设 F(xyz) 具有 连续 偏 导数 ， 且 FE +RE +Ez0。 进 一 步 ， 设 为 


正 整 数 ，F(xyz 为 k 次 齐 次 函数 ， 即 对 于 任意 的 实数 tf 和 (yz ， 成 
人 
下 (tx,ty,t) = 帮 FOxy,z)。 
证 明 : 曲面 F(xyz=0 上 所 有 点 的 切 平 面相 交 于 一 定点 。 


证 “利用 齐 次 条 件 对 + 求 导 ， 有 
多 加 + 丽人 久 因 + 机 加 加 = 人 EC0oy 下， 
再 售 t=1， 得 到 曲面 上 的 点 Cey 习 所 满足 的 恒等式 : 


XF,(0X 包 Z]+yFE( 包 ZI+ZFOoY DJ]=KFEOG 包 2)。 
因为 曲面 上 任意 一 点 (xyz) 处 的 法 辐 量 为 
(本国 太 本 (5 
于 是 过 反 (Cm,yozm) 的 切 平面 方程 为 
甩 (xo yo;Zo)(X 一 Mo)+ 了 本 (xyozo)(Yy 一 yo)+ 王 (xyo,zo)(Z 一 20)=0o 
利用 前 面 的 恒等式 ， 切 平面 方程 化 为 
玉 Co yoz0)x+ 囊 Conzo)7+ 忆 Oo:yozojz= ECxyoz)=0， 
显然 切 平面 经 过 原点 ， 所 以 原点 束 是 所 有 切 平 面 的 区 氮 。 


习题 12.6 无 条 件 极 值 


| 攻 讨论 下 列 范 数 的 极 值 : 
(1) Fox 站 =x4+2y4-2x2 -12y2+6 ; 
(2) Fo 力 = 双 + 太 一 如一 2xy 一 7 
(3) Fox ZJ)=x 交 + 一 2 
(4) Fo)=(-x)O-x) 3 
(5) 全 其 中 常数 ao>0，p>0 ; 
(6) 人 (xyz>0)。 
X yy z 


解 (1) 驳 求 驻 点 。 由 


凡 =4x -4x=0 
凡 =82-247=0” 


解 得 
x=0,+1 y= 0,+v/3 ， 

即 函 数 有 9 个 驻 点 。 再 由 记 =4(G322-D， 帮 =0， 帮 =24(7-D， 可 知 
五 =96(3x-D(O” -Do。 

应 用 定理 12.6.2。 驻 点 (0.0) ，Lv3)，L-v3)，(C-LV3)，(C-L-vV3) 满 
足 互 >0， 所 以 是 极 值 点 ， 而 其 余 驻 点 不 是 极 值 点 。 再 根据 的 符号 ， 
可 知 函 数 在 (0.0) 点 取 极 大 值 6 ;在 Lv3)，L-v3)，(CLV3)，(C15-V3) 四 
点 取 极 小 值 -13。 

注 本 题 可 使 用 配方 法 得 到 

fxJ)=(x-D +2(0 -3) -13， 
由 此 易 知 LvV3)，L-v3)，(-L5V3)，(CL5-V3) 四 点 为 函数 的 最 小 值 点 ， 
最 小 值 为 -13, 函数 无 最 大 值 ，(0.0) 点 为 函数 的 极 大 值 点 , 极 大 值 为 6。 
(2) 先 求 驻 扣 。 由 
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凡 =4x -2x-2y=0 
太 =41-2x-2y=0” 


两 式 相 减 ， 可 解 得 x=y=0+l， 即 驻 点 为 (0.0)，(D，(-1-0 三 点 。 再 
由 太 =122-2， 及 = 一 ， 轴 =12 刀 -2， 可 知 
吾 =4(6x2-D(6y2-D-4。 

应 用 定理 12.6.2。 驻 点 4D，(-1-1 满 足 瑟 >0， 所 以 是 极 值 点 ， 再 
根据 太 的 符号 ， 可 知 函 数 在 40D，(12-D 两 点 取 极 小 值 -2>。 

在 (00) 点 ， 有 已 =0， 且 fo0m=0。 由 于 fxx=2x(x2 -2) ， 
fx-0=2x， 可 知 函 数 在 (0.0) 点 附近 变 号 ， 所 以 (0.0) 不 是 极 值 点 。 
(3) 先 求 驻 点 。 由 


人 =2x=0 
娓 =2y=0 
太 =-27=0 


解 得 (000) 是 唯一 的 驻 反 。 由 1000=0， Foy0= 妇 +g?， 
00,z=-22， 可 知 函 数 在 (0,0,0) 点 附近 变 号 ， 即 (0,0,0) 不 是 极 值 点 ， 
所 以 函数 无 极 值 点 。 

注 “ 对 于 二 次 多 项 式 fo，xesR"， 它 的 Hesse 和 矩阵 再 是 常数 矩 
阵 ， 我 们 有 如 下 结论 : 

设 x 为 foo 的 驻 点 ， 则 由 foo- fx)=(x- xo)7 瑟 (x-xo) 可 知 

Ca) fxo) 为 最 小 值 的 充分 必要 条 件 是 再 为 半 正 定 和 矩 阵 ; 

(b) 8f(xo) 为 最 大 值 的 充分 必要 条 件 是 H 为 半 负 定 和 矩阵 ; 

《c) fxo) 不 是 极 值 的 充分 必要 条 件 是 本 为 不 定 和 矩阵 。 

本 题 由 于 本 数 foxy 汪 的 Hesse 矩阵 为 不 定 和 矩阵 , 所 以 (0,0,0) 不 是 
fxy 习 的 极 值 点 。 


4) 移 求 驻 扣 。 由 


1 =2x(3x -2yx 一 放 =0 
》 


六 =2y- 关 -=0 


解 得 x y=0;xX= 二 ly=1;xX= +- 太 y-3， 即 驻 点 为 (0,0) ， (D， (-13D， 


二 


习 和 2 习 五 1 点 。 再 由 记 =30x:-12y72 -27 ， 及 =-2x 一 4x2 ， 


=2， 可 知 


百 =2(30x -12yx 一 2y) -(2x+4x3) 。 


应 用 定理 12.6.2。 0 ( 吧 习 满足 甩 > 0， 所 以 是 极 值 点 ， 


再 根据 太 的 符号 ， 可 知 画 数 在 C ,为 ，(- 妆 , 习 取 极 小 值 -.。 


在 4D，(-1D 氮 瑟 <0， 所 以 4D，(C1D 不 是 极 值 点 。 

在 (0.0) 点 互 =0， 且 fo,0)=0。 由 于 fxx])=-xd-x2， 易 知 本 数 在 
(0.0) 点 附近 变 号 ， 所 以 (0.0) 不 是 极 值 点 。 
(5) 先 求 驻 点 。 由 


解 得 写生] 是 唯一 的 驻 点 。 再 由 六 = 了 ， 太 -1， 


4 


尼 ， 可 知 
了 


4a-7D” 
所 二 一 
X 


应 用 定理 12.6.2。 由 于 在 驻 点 生生 ] 有 8 >0， 再 根据 /的 符号 ， 
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可 知 画 数 在 (@- -和 ) 点 取 极 小 值 3ub。 


《6) 先 求 驻 点 。 由 


[| 户 | 哺 
SR NS 


一 
员 
| 
员 

己 


Ca \< 


解 得 唯一 的 对 点 [22 2 由 于 醒 数 在 | ?422 ] 点 的 Hesse 短 隆 


2. 设 foeyza= 阅 +3v+2z2 -2xy+2xz， 证 明 函 数 访 的 最 小 值 为 0。 
证 移 求 驻 点 。 由 


九 =6y-2x=0 


凡 =2x-2y+27=0 
六 =4z7+2x=0 


基 : 三 讽 
解 得 唯一 驻 点 (0,0,0) , 由 于 画 moon 6 中 


2 0 4 


正定 的 ， 所 以 函数 在 (0,0,0) 点 取 极 小 值 fo,0,0) =0。 
注 _ 本 题 可 使 用 配方 法 得 到 
/Ge 加 = 了 CC 27 Ce+ 2 人 7 二 帮 ， 

由 此 可 知 函 数 在 (0,0,0) 上 取 最 小 值 1f(0,0,0)=0。 
3. 证 明 本 数 f(x 放 =U+e7)cosx-yey* 有 无 穷 多 个 极 大 值 点 , 但 无 极 小 值 
证 由 

太 (xy)=-(L+e")sinx=0 

凡 (x%y)=e cosx 一 (+y)e =0 
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解 得 x=Kkzr,y=coskr-1， 所 以 驻 点 为 
(K7,COSK 克 一 1 ， K= 0, 士 1 土 2……o 

由 =-(L+e”)cosx， 凡 =-e"sinx， 帮 =ercosx-(2+ 妨 e， 可 知 在 

驻 点 (kz coskz -1D 处 ， 
五 =cosKz(L+e”)e”， 
所 以 寺 闫 为 奇数 时 五 <0， (kr,coskz -1 不 是 极 值 点 ; 当 K 为 偶数 时 
巨 >0， 再 由 <0， 可 知 (kr,coskr-1 是 极 大 值 点 。 所 以 函数 有 无 穷 
多 个 极 大 值 点 ， 但 无 极 小 值 点 。 
4， 求 函数 fx 站 =sinx+siny-sin(x+ 妇 在 团 区 域 
D={(x,y)|Xx>0,y>0,x+y<27} 
上 的 最 大 值 司 最 小 值 。 


解 由 


凡 =cosx 一 cos(xX+y)=0 
刻 =cosy 一 cos(X+J 尹 =0” 


得 到 cosx= cosy=cos(x+y)。 在 D' ={(x)10<x%y<x+y<2z 上 考虑 ， 
得 和 即 | 2 2 ] 是 画 数 在 区 域内 部 唯一 的 驻 点 。 由 


于 在 区 域 边界 上 ， 即 当 x=0 或 y=0 或 x+y=2z 时 ， 有 Fox 让 =0， 而 在 


区 域内 部 唯一 的 驻 点 上 取 值 为 /2.2 避 = 二 >0， 根据 闭 区域 上 连续 


西数 的 性 质 ， 可 知 画 数 的 最 大 值 为 fu, = 3 ， 最 小 值 为 fus = 0。 


5. 在 [0 上 用 怎样 的 直线 < = aox+b 来 代替 曲线 y= 阅 ， 才 能 使 它 在 平 
方 误差 的 积分 
JoDD= 人 0- 习 ?dx 
为 极 小 意义 下 的 最 佳 近 伏 。 


解 JG@ 肪 = 站 Ce ax- 用 tx 到 -2 一 20)+6b+ 
2 

是 ob 的 二 次 多 项 式 ， 它 的 Hesse 局 ja 所 以 有 最 小 
1 2 


值 〈 见 第 1 题 (3) 的 注 )。 对 参数 wb 求 导 ， 
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J 人 
3 2 


大 0 
3 


得 到 o-15- -二 ， 即 | 于] 是 唯一 的 驻 点 ， 所 以 必定 是 最 小 值 点 。 因 


此 最 佳 直线 为 5= x-<。 
6， 在 半 和 对 为 的 圆 上 求 内 接 三 角形 的 面积 最 大 者 。 
解 ” 设 圆 内 接 三 角形 的 各 边 所 对 的 圆心 角 为 c,w,w ， 则 三 角形 的 面 


R“ R“ 
4 == wo +Sin wx, +Sin w3]= 二 wai +Sin c, 一 Sin(w; +C,)]， 


由 第 4 题 知 w =w = 芝 = 必 时 面积 最 大 ， 这 时 图 内 接 三 角形 为 正三 角 
形 5 -3V3R 
人 4 


7， 要 做 一 圆柱 形 帐 幕 ， 并 给 它 加 一 个 圆锥 形 的 顶 。 问 : 在 体积 为 定 
值 时 ， 圆 柱 的 半径 R， 高 互 ， 及 圆锥 的 高 ) 满 足 什么 关系 时 ， 所 用 的 
布料 最 省 ? 

解 由 帐 幕 的 体积 Y= =RE+3zR， 得 到 甩 = 一 二 -了 于 是 帐 幕 的 


克 及 “ 
表面 积 为 
S=2rRH+zRVR + 下 -全 -HRVR+R。 
对 R 与 h 求 偏 导 数 ， 得 到 


O9 2ZR ， ZrRh 
OP 3  VR2 二 P 


2 
OS _ 人 2 和 rR 看 
6R R 3 R2 二 用 


由 第 一 个 方程 ， 得 到 R- 羔 h， 再 将 R- 交 ) 与 v-mRH+TzRh 代 太 第 
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二 个 方程 ， 得 到 瑟 = 世 ， 所 以 当 驴 -也 -2 时 ， 布 料 最 省 。 
2 5 1 2 


8， 求 由 方程 飞 +2xy+2y? =1 所 确定 的 隐 本 数 y = y(09 的 极 值 。 
解 由 


_ X+y 


=0， 
X 十 27y 


得 到 x+y=0， 再 代入 巡 + 2+272 =1 得 到 交 =1， 由 此 可 知 隐 郴 数 
y= yo 的 驻 点 为 x=+tl1， 且 当 x=+l 时 有 y==l。 
由 于 在 驻 点 有 


1 二 + y (X+y) 
X+2y (x+2y” 


根据 y"D 的 符号 可 知 y= y 在 x=-1 取 极 大 值 1 在 x=1 取 极 小 值 -1。 
注 ， 本 题 也 可 由 


1 
(L+2y9= -二 ， 
了 


六 十 2xXy+2 姓 =(x+y 人 十 因 =1， 
得 到 -1x y<1， 由 此 可 知 y= > 在 x=-1 取 极 大 值 1， 在 x=1 取 极 小 值 


沼 


9. 求 由 方程 2x? +27 +Z +8yz 一 z+8= 0 所 确定 的 隐 西 数 z= Z(X, y) 的 极 
值 。 
解 由 

0z 革 4X 二 

6x 1-2z7 一 8y 

07 ”4(y+227) 

py 1-2z-8y 四 


得 到 x=0 导 y+2z= 0， 再 代入 2x2+2y2+z2+8yz-z+8=0， 得 到 
722+z-8=0 即 z=-1-7。 由 此 可 知 隐 范 数 z= zx(x 妨 的 驻 点 为 (0,-2) 与 


10 
(0， O 〇 
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02z7 可 4 027 革 0627 可 4 


Be 1-2z-8y)， axay 8 凡 1 一 27 一 8 


可 知 在 驻 点 (0,-2) 慎 (0， 司 ) 有 互 >0。 


在 (0 2 点 ，z=1， 因 此 2 -全 >0， 所 以 (0 -2) 为 极 小 值 点 ， 


极 小 值 为 z=1 ; 在 (0 区 ) 点，z=->， 因 此 -人 <0， 所 以 (0 区 为 
极 大 值 点 ， 极 大 值 为 ?= -7。 
注 1 ， 原 方程 可 以 改写 为 
2x2 +2(y+222 =(z-D(7z+8) ， 
由 左边 非 负 可 得 (z-D(7zz+8)>0， 即 z<-z 或 者 z>l。 
注 2 在 三 维 空间 中 ， 方 程 的 图 像 是 双 叶 双 曲面 ， 由 两 个 不 相连 
的 部 分 组 成 。 其 中 之 一 开口 向 上 ， 最 小 值 z=1， 另 一 个 开口 向 下 ， 最 


大 值 z=-=。 

10. 在 oxy 平 面 上 求 一 点 ， 使 它 到 三 直线 x=0，y=0， 和 x+2y-16=0 
的 距离 的 平方 和 最 小 。 

解 ”平面 上 点 (x 妨 到 三 直线 的 距离 平方 和 为 


X 二 2yY 一 16、， 


DOx 人 = 和 十 太 十 ( 
对 xy 求 偏 导数 ， 
2 
万 , = | = 0， 


》 


4 
也， 和 


得 到 x= 3,y= 世 ， 所 以 丽 数 只 有 一 个 驻 点 人 ,19)。 
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国手 


lim DP(x,y) = +oo， 


|(x,y)]| 一 oo 
可 知 函 数 px 放 在 驻 点 G, 司 有 最 小 值 。 


11. 证 明 : 圆 的 所 有 外 切 三 角形 中 ， 以 正三 角形 的 面积 为 最 小 。 
证 设 圆 半径 为 1， 外 切 三 角形 的 两 个 顶 角 为 2x 年 25， 则 三 角形 的 面 


SG == cota+cotp+cot 了 -wx- 且 = cotw+cot 和 +tan(w+DO)。 


由 
人 
Ow 
0OS 2 2 
-一 =-cSsc +Ssec (w+D)=0， 
5 7 (+AO) 


SN 


导 到 c=6=-c-6， 所 以 
7 


C 三 0 去 6， 
即 外 切 正 三 角形 的 面积 为 最 小 。 
12. 证 明 : 圆 的 所 有 内 接 ” 边 形 中 ， 以 正 ” 边 形 的 面积 为 最 大 。 
证 设 圆 半径 为 1， 内 接 m 边 形 的 各 边 所 对 的 圆心 角 为 
ak (K =12……7m)， 则 有 边 形 的 面积 为 


并 
9 人 +…+Snw， 1 一 Sn(al+w 二 … 二 21)]o 


工 
的 生 交 人 人 二 人 
人 K 


ai =Q5 = 一 Qi 1=27 一 (ai+0 十 … 和 十 CQ 1)， 
所 以 


153 


2 
oo (KK =12,…, 门 ， 


即 内 接 正 ” 边 形 的 面积 为 最 大 。 
13. 证 明 : 当 o<x<10<y<+o 时 ， 成 立 不 等 式 


yxy7L-x<e 
证 仿 fx7)=yx7d4-0， 对 y 求 偏 导 ， 


人 = 六 (1-xdG+ynx)=0， 
0y 


解 得 = 一 。 对 固定 的 xs 03)， 根据 过 在 = 一 附近 的 符号 变化 ， 


可 知 foe 〈 作 为 ， 的 丁 数 ) 的 极 大 值 点 为 ?= 二 - ， 极 大 值 为 
p(0= 二 9- 习 。 再 对 p(9 求 导 ， 得 到 


p(O= 一 一 (x+xmna。 
exln-X 
记 
g(xX)=1-xX+xXnx xe(0,1)， 
则 go(O=mx<0，9(0H=190-)=0， 所 以 go0>0， 于 是 w(C9 严 格 单调 


加 。 再 由 lime(CO=e*， 得 到 


F(xy<oo<e (0<x<10<y<+oo)。 
14. 某 养 殖 场 饲养 两 种 鱼 , 知 甲 种 鱼 放养 x〈 万 尾 )， 乙 种 鱼 放 养 y〈 万 
尾 )， 收 获 时 两 种 鱼 的 收获 量 分 别 为 
(3 一 ax 一 [CDy)x 利 (4--Ax -2ay)y (w>6>0)。 
求 使 产 鱼 总 量 最 大 的 放养 数 。 
解 ” 鱼 总 产量 为 
P=(3-wx-ZDy)x+(4-Px-2wyy=-ox-20xy 一 2wy +T3x+4yo 


对 xy 求 翁 导 数 ， 


=-2awx-20y+3=0， 
》 
P,=-20x-4xy+4=0， 


解 得 
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3x 一 2A 4cw -37 


》 
2c2 -2 4c2 -262 


因为 P= -wx-2pxy-2wy+3x+4y 是 二 次 多 项 式 ， 由 
刀 =(-2w)](-4oJ-(20) =42w -pp)>0，P =-2w<0， 


可 知 其 Hesse 矩阵 是 负 定 的 ， 所 以 本 数 有 最 大 值 ， 即 当 x -= 32- 
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12.6 ”计算 实习 题 
(在 教师 的 指导 下 ， 编 制程 序 在 电子 计算 机 上 实际 计算 ) 


， 某 种 机 器 雾 件 的 加 工 需 经 两 道 工 序 ，x 表 示 雾 件 在 第 一 道 工 序 
中 出 现 的 站 点 数 〈 疲 点 指 气 泡 、 砂 眼 、 裂 痕 等 )，y 表示 在 第 二 道 
工序 中 出 现 的 钼 点 数 。 某 日 测 得 8 个 零件 的 x* 与 y> 如 下 : 

X 0 1 3 6 8 5 4 2 

》 1 2 2 4 4 3 3 2 

画 出 这 些 数 据 的 散 点 图 ， 找 出 它们 之 间 关 系 的 经 验 公 式 y = ax+b， 

并 画 出 拟 合 曲线 。 

解 ”程序 代码 为 

hold off 

X=[0,1,3,6,8,5,4,2]; 

y=[1,2,2,4,4,3,3,2]; 

Plot(X,y,b*) 

hold on 

A=[X',ones(Size(X)))j]; 

B=y ， 

X1L=A\B; 

a=XL(1);b=X1(2);y=axX+b; 

plot(X,y,T) 

string=[ 拟 合 和 直线 y=',num2str(a),"*x+,num2str(b)]; 
text(0.5,3.5,str'FontSize',106) 

运行 后 ， 得 拟 合 曲线 y= 0.37845x+1.2531。 图 形 为 


有 5 


35 拟 合 直线 y= 0.37845*x+1.2531 
3 


25 Re 


2， 某 品种 大 豆 的 脂肪 含量 xb) 每 和 蛋白质 含量 yb) 的 测定 结果 如 下 表 
所 示 : 程序 代码 为 

| | | 本 | 到 .| 交趾 | 交 | 允 | 到 二 
y |43.5|142.6141.8|40.6|40.3|38.7|37.2 |36.0|34.0 
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画 出 这 些 数 据 的 散 点 图 ， 找 出 它们 之 间 关 系 的 经 验 公 式 ， 并 画 出 

拟 合 曲线 。 

解 ”程序 代码 为 
hold of 娃 
X=[16.5,17.5,18.5,19.5,20.5,21.5,22.5,23.5,24.5]; 
y=[43.5,42.6,41.8,40.6,40.3,38.7,37.2,36.0,34.0]; 
plot(X,y,b*) 
hold on 
A=[x',ones(Size(X))]; 
B=y ， 
X1I=A\B; 
a=X1(1);b=X1(2);y=axX+b; 
plot(X,y,T) 
str=[ 拟 合 直 线 y= ,num2str(a),"*x+,num2str(b)]; 
text(18,44,str"FontSize',16) 

运行 后 ， 得 拟 合 曲线 y= -1.1483x+62.9519。 图 形 为 


46 


拟 合 直线 y= -1.1483*x+62.9519 


34 + 
16 17 18 人 20 21 22 学 24 25 


3， 某 种 产品 加 工 前 的 含水 率 〈%) 慎 加 工 后 含水 率 〈%) 的 测试 结 
果 如 下 表 : 
测试 编号 | 1I 2 3 4 5 6 7 8 9 | 10 
加 工 前 的 
含水 率 x 
加 工 后 的 
合 水 率 Ji 
试 确定 加 工 后 的 含水 率 > 慎 加 工 前 含水 率 x 的 关系 。 
解 ”程序 代码 为 
hold off 
X=[16.7,18.2,18.0,17.9,17.4,16.6,17.2,17.7,15.7,17.1]; 
y=[17.5,18.7,18.6,18.5,18.2,17.5,18.0,18.2,16.9,17.8]; 
plot(X,y,b*) 
hold on 


16.7 | 18.2 | 18.0 | 17.9 | 17.4 | 16.6 | 17.2 | 17.7 | 15.7 117.1 


17.5 | 18.7 | 18.6 | 18.5 | 18.2 | 17.52 | 18.0 | 18.2 | 16.9 17.8 
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A=[x',ones(Size(X))]; 

B=y ， 

X1L=A\B; 

a=XL(1);b=X1(2);y=axX+b; 

plot(X,y,T) 

str=[ 拟 合 直 线 y=',num2str(a),*#x+',num2str(b)]; 
text(15.6,18.5,str FontSize',16) 

运行 后 ， 得 拟 合 曲线 y*= 0.73979x+5.2286。 图 形 为 


拟 合 直线 y=0.73979*x+5.2286 


4， 盛 钢水 的 钢 包 ， 在 使 用 过 程 中 由 于 钢水 对 耐火 材料 的 浸 便 ， 容 积 
会 不 断 增 大 。 在 生产 过 程 中 ， 积 累 了 使 用 次 数 慎 钢 包容 积 增 大 之 
间 的 以 下 16 组 数据 。 画 出 这 些 数 据 的 散 点 图 ， 找 出 使 用 次 数 x 每 
钢 包容 积 增 大 之 间 的 关系 ， 并 画 出 拟 合 曲线 。 

X 2 3 4 5 6 7 8 9 

》 6.42 | 8.20 | 9.58 | 9.50 | 9.70 | 10.00 | 9.93 | 9.99 

X 10 11 12 13 14 15 16 17 
》 | 10.50 | 10.59 | 10.60 | 10.63 | 10.60 | 10.90 | 10.76 | 10.80 

(提示 : 假设 y=axz +bx+co) 

解 ”程序 代码 为 

hold o 任 

X=2:17; 

y=[6.42,8.20,9.58,9.50,9.70,10.00,9.93,9.99,10.50,10.59,10.60,10.63,10.6 
0,10.90,10.76,10.80]; 

plot(X,y,'b*) 

A=[X.A2',X,ones(Size(X)))]; 

a=A'Yy' 

hold on 

y=a(1)*#X. 人 2+a(2)*X+a(3) 

plot(x,yYT) 

string=[" 拟 合 直 线 y=， 
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num2str(a(1)),*XA^A2+,num2str(a(2)),*X+;,num2str(a(3))]; 
text(5,8,Sstring) 
运行 后 ， 得 拟 合 曲线 = -0.025746x2 + 0.68829x+ 6.2507 ， 图 形 为 


7 拟 合 直线 y=-0.025746*x2+0.68829*x+6.2507 
65| 


6 
2 4 6 8 10 12 14 165 18 


5. 在 研究 化 学 反应 速度 时 ， 得 到 下 列 数据 。 找 出 实验 开始 后 的 时 间 +* 
年 反应 物 的 量 m 之 间 的 关系 ， 并 画 出 拟 合 曲线 。 
t 3 6 9 12 15 18 21 24 
1 57.6 | 41.5 | 31.2 | 22.9 | 15.4 | 12.1 | 8.9 6.4 
(提示 : mm 与 { 的 关系 为 mm=ae*。) 
解 ”程序 代码 为 
hold of 娃 
X=3:3:24; 
y=[57.6,41.5,31.2,22.9,15.4,12.1,8.9,6.4]; 
plot(X,y,b*) 
hold on 
yl=log(y); 
A=[x,ones(Size(X))]; 
a=AyTl '; 
yY=exp(a(2))*exp(a(1)>X) ， 
plot(X,y'T) 
string=[ 拟 合 和 直线 m=',num2str(exp(a(2))),*eA{f ,num2str(a(1)),*ty; 
text(8,28,string ,FontSize',16) 
运行 后 ， 得 拟 合 曲线 m=78.448e"%% ， 图 形 为 
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50 拟 合 直 线 m=78.448*e-010443* 了 
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习题 12.7 条 件 极 值 问题 与 Lagrange 乘 效 法 


1. 求 下 列 范 数 的 条 件 极 值 : 
(1 fo=xy， 约 束 条 件 为 x+y=1 |; 
(2) fyz=x-2y+2z， 约 束 条 件 为 悦 + 六 +22=1 1 


2 站 2 2 上 2 
一 1 
(3 约束 条 件 为 > 


Ax+By+Cz= 0， 
a>b>c>0，A4 +B+C =1o。 
人 


工 (X, y,4)=Xy 一 4(X+TY 一 了 ， 


六 =y-4=0， 
了 =X-4=0 
忆 =-(xX+y-TD=0， 
解 得 x=y= 工 ， 即 目标 本 数 只 有 一 个 驻 点 | 二 二 ]。 


2 


由 岁 <f2ty] - 工 , 可 知 仁 .也 是 目标 本 数 的 条 件 极 大 值 点 ， 也 是 
4 2 2 


2 


条 件 最 大 值 点 ， 条 件 最 大 值 为 F. -二 
(2) 兮 


2 三 

LDL =-2-24y=0 

工 =2-24z=0 

忆 =-( 拉 + 六 + 王 -=0， 
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由 前 三 式 得 到 y=-z= -2x， 代 入 约束 条 件 立 +7+z =1， 解 得 
2 二 “2 
3 3 
条 件 的 点 集 是 连通 紧 集 ， 目 标 函 数 连续 ， 所 以 必 


最 大 值 和 最 小 值 。 由 于 目标 本 数 的 驻 点 为 4 ， 对 应 的 目标 本 


(Coy= 4 司 


烤 植 为 呈 所 区 下 三 放生 站 
久 》 人 1 | 》 太 。 三 ( 3 3” | 
(3) 兮 
X2 六 Z72 
LO06] 2 和 六 = 环 + 玉 +M0X +》 + -HAK+ 到 +CD)， 
a C 


2X 
区 人 


=- 完 -247-wB=0 


Z 


27Z 
歼 人 


工 ; =-(C+ 六 + 上 2 一 =0， 
也 = 一 (4Ax+ By+Cz)= (0， 


2 2 2 
xy 
下 


1 
了 (x+J + 碟 = 2 


因为 满足 约束 条 件 的 点 集 是 连通 紧 集 ， 目 标 函 数 连 续 ， 所 以 必 有 
最 大 值 和 最 小 值 。 由 上 式 可 知 最 大 值 和 最 小 值 包含 在 上 面 的 方程 组 关 
于 4 的 解 中 。 

由 


AL + BL， + CL， -| 从 + 晤 + 名 | -w+rB+CO-0， 
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2 Ax By  Cz Ax By ， CZ 
号 ) 


1 


一 十 一 十 
本 六 C2 


代入 上 面 的 方程 组 ， 得 到 


1 一 A APB AC 

2 -| 让 9 

区 APB 1 一 忆 BC 

和 | 本 让 人 

AC BC 和 三 他 

六 = 一 一 X 这 人 | 5 ij 
QG 


由 约束 条 件 可 知 驻 氮 不 在 原点 ， 即 上 面 方 程 组 有 非 雾 解 ， 所 以 其 
系数 行列 式 为 雾 。 经 计算 得 到 


二 有 万 -eeGC- 
|-。 


三 秋 | 汉 二 人 4 十 + 一 “+ 一 )|= 
5 已 (二 ca” da 


显然 目标 函数 的 最 大 值 年 最 小 值 不 为 宠 , 即 4*0， 所 以 的 最 大 值 年 
最 小 值 分 别 为 方程 


A2-1 B* 纪 要 A“” B“ C” 
4 二 ( 十 2+( 十 )=0 
aq2 内 a2D? 


的 两 个 根 。 
2. 在 周 长 为 2p 的 一 切 三 角形 中 ， 找 出 面积 最 大 的 三 角形 。 
解 记 三 角形 的 边 长 为 bc， 面 积 为 s， 则 S: = p(p-a(p-bp-c)。 兮 


LT(apc4)=PUP-aD-bDP-c-4a+b+c-2P)， 


=-p(P-bpP-c)+4=0， 
也 =-p(PD-a(pP-c)+4=0， 
蕊 =-PP-a(CpD=-D+4=0， 


163 


D-a=Dp-D=D-C， 


再 根据 约束 条 件 得 到 


所 以 面积 最 大 的 三 角形 为 正三 角形 ， 最 大 面积 为 好 Ps 

3， 要 做 一 个 容积 为 工 立方 米 的 有 盖 铝 圆 桶 ， 什 么 样 的 尺寸 寺 能 使 用 
料 最 省 ? 

解 假设 圆 桶 的 底面 半径 为 7， 高 为 六 则 圆 桶 的 容积 为 六 zj-1， 表 面 


积 为 S=2zrrn+2rr2。 兮 


工 (mr, 记 人 =2zrn+27zr 一 072 ， 


工 =27zZR+4zr 一 27rh4=0， 
五 =2zr 一 Ar 4=0， 


解 得 )=2r ， 再 代入 约束 条 件 rr=1， 得 到 
2 克 克 


根据 题 意 ， 目 标 函 数 必 有 最 小 值 ， 所 以 可 知 当 奈 面 半 # 对 为 jj ， 高 为 


本 时 用 料 最 省 。 
4. 抛物 面 z= x+ 六 被 平面 x+y+z =1 截 成 一 椭圆 ， 求 原点 到 这 个 椭圆 


的 最 长 距离 与 最 短 距 离 。 
解 设 原点 到 覃 圆 上 一 点 的 距离 为 d(xy， 则 妇 = 姑 + 大 +22。 分 


工 (xy 2 AL 一 2 十 妨 十 玫 一 00X + 只 一 7 一 ACX+Y+TZ-T， 
求 偏 导 数 ， 得 到 
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六 .=2x-24x-A=0， 
也 =2y 一 24y7 一 A=0， 
工 ， =27+4 一 4w=0， 
将 前 两 式 相 减 ， 得 到 (4 -D(x- 妨 =0。 


- 王 


二 0 由 上坟 有 z-- 了 ， 显然 不 满足 约束 条 件 。 

若 14z1， 则 >x=y， 再 联 立 约束 条 件 z= x+ 六 与 x+y+z=1， 可 解 
1 

出 x=y=5 


(-1I+w\3)，z=2x =2TfwWV3， 从 而 有 d: =95v3 。 


由 于 满足 约束 条 件 的 点 集 是 连通 紧 集 ， 目 标 画 数 连续 ， 所 以 必 有 
最 大 值 和 最 小 值 。 于 是 得 


是 得 到 


dax 三 V9+5w3 ， danin 二 9-5v3 。 
5. 求 椭 圆 悦 +3y? =12 的 内 接 等 腰 三 角形 ， 其 ) 


其 底 边 平行 于 椭圆 的 长 轴 ， 
而 使 面积 最 大 。 
解 设 (x ,xz>0 为 三 角形 底 边 上 的 顶点 ， 则 三 角形 面积 为 s = x(2- 六 ， 
人、 
国 书 | 


L(00y, 人)=x(2- 妃 -MX +37 一 12)， 


消去 1， 可 得 6y-3 风 + 刀 =0， 再 联 立 约束 条 件 x +3y: =12， 可 得 满足 
x>0 的 驻 点 只 有 (0,27 和 (3,-D。 


当 (x 尹 =(02) 时 S=0,， 当 (xm=G,-0 时 s=9。 由 题 意 


意 三 角形 面积 
一 定 存在 最 大 值 ， 于 是 得 到 
5 


6. 求 空 间 一 点 (a,D,c) 到 平面 Ax +By+Cz+D=0 的 距离 。 
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解 设 (cy 为 平面 上 的 一 点 ， 它 导 点 (ba 之 间 的 距离 为 dCey 习 ， 


则 导 = x-o:+(O-b+(z-o， 兮 


Ex y 24)=d2(xy 2)-4CAx+By+Cz+D)， 


求 俞 导 ， 得 到 
工 .=2(x--a)-A4=0， 
了 ,=2(7-D)-B4=0， 
二 =2(Z-c)-C4=0， 


解 得 


二 三， 5 
2 2 2 


代入 约束 条 件 Ax +By+Cz+D=0， 得 到 
用 Aa+BD+Cc+DD 


2 4+B2+C? 
于 是 
faAT 1a4BT (acT (4Aa+B 了 +Cc+DD)? 
d 一 十 守 2 2 2 ? 
2 2 2 A2+B2+C 


所 以 (abo) 到 平面 Ax+ By+Cz +D=0 的 距离 为 
1 _|oA+bB+cCT+DD 


7. 求 平面 + 色 +cz=0 征 柱 面 点 + 总 =1 相 交 所 成 的 棋 圆 的 面积 


(4A,B,C 都 不 为 雳 ; ab 为 正 数 )。 
解 ” 椭 圆 的 中 心 在 原点 ， 原 点 到 覃 圆周 上 点 (x yz 的 距离 d 的 最 大 值 
和 最 小 值 分 别 为 彬 圆 的 长 半 轴 和 短 半 轴 。 今 


肥 


用 
工 (xy ZL = 和 十 证 2 人 TD)-A(Ax+ By+Cz)， 
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[=2x- 二 -HA=0 

dQ 

247y 
亿 二 国生 二 全 
工 =2z-HUC=0 

X2 汪 
六 =-( 环 +-D=0 
工 =-(Ax+By+CZ)= 0， 


了 (x+yE+2 = 和 e+ 因 +2-4=0。 


因为 满足 约束 条 件 的 点 集 是 连通 紧 集 ， 目 标 画 数 连续 ， 所 以 必 有 
最 大 值 和 最 小 值 。 由 上 式 可 知 最 大 值 和 最 小 值 包含 在 上 面 的 方程 组 关 
于 1 的 解 中 。 以 w= 至 = -2 笃 二 芭 代入 前 两 个 方程 ， 可 得 


此 方程 组 有 非 雳 解 ， 所 以 系数 行列 式 为 0。 因此 


4 4 4 B 1 4B- 
1 


印 


2 4 2 用 2 用 邢 
4 人 -二 je 人 -二 j+c- 襄 人 -二 j=o。 
这 个 二 次 方程 的 两 个 根 生 导 生 就 是 椭圆 的 长 半 轴 和 短 半 轴 的 平方 , 因 
此 椭圆 面积 为 s = =V? ， 利 用 多 项 式 根 慎 系 数 的 关系 可 得 


了 
= (县 + 本 +C99 


所 以 
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5=-Z2 /AT+B+CT。 
8. 求 z= 了 (x+y 在 条 件 x+y=a 下 的 最 小 值 ， 其 中 x>0，y>0，a 为 
常数 。 并 证 明 不 等 式 


4 
人 X+y] 
2 2 
工 (X, y,4) = 一 人 ( 十 》 4)- 4(xX+yY 一 aq)， 


工 =2x- 和 =0， 
已 =2 六 -4=0， 
=-(X+y 一 aq)= 0， 
解 得 x=y=3。 
由 于 连续 函数 : 50 +y”) 在 线段 {(x,y)|x+y=ax>0y>0} 的 两 


)= 二 o， 所 


端点 (0,o,(a0 上 的 范 了 数值 有 fo = fw0=7o > 1C.9) 届 


JE 二 这 因此 
16 


9. 当 x>oy>o0z>0 时 ， 求 函 数 


太 (xy,2)=]nx+2mny+3mz 
在 球面 六 +y+2 =6R: 上 的 最 大 值 。 并 由 此 证 明 : 当 w2c 为 正 实 数 
时 ， 成 立 不 等 式 


6 
ab2c3 区 由 5 


FE(x,yz, 和 =Inx+2mny+3mnz-40C + 上 +2 一 6R) ， 
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工 0 
X 
2 

卫 ， = 一 -2y4= 0， 
》 

工 号 
Z 


解 得 24= 二 = 二 -= 羡 ， 代 大 约束 条 件 2+y2+2 = 6R:， 可 得 


x 2 zz 
xX“ =R，y =2R2，2 =3R?。 


由 于 目标 函数 无 最 小 值 ， 所 以 唯一 的 驻 氮 必 是 最 大 值 点 。 于 是 得 到 


间 
Inx+2lny+3Iinz<ln[VR2z(2R2)(3R2)2] = In(6V3Rs)， 


即 

Xy“Z3 < oj o 
由 前 一 式 得 到 

As = fCR,V2R,V3R)=In(6V3R')。 

在 后 一 式 中 令 a=x，b5= 史 和 c=22， 得 到 

ab2c3 <lol tote] 。 

6 
10. (1) 求 丁 数 F(xyz)=x"y"zc (X>0y>0z>0) 在 约束 条 件 
x+y+z =1 下 的 极 大 值 ， 其 中 心 obc 均 为 正常 数 ; 
(2) 利用 〈1) 的 结果 证 明 : 对 于 任何 正 数 www， 成 立 不 等 式 
的 人 全 = 人 ee 
a)\ bc Na+b+c 

解 〈1) 兮 


FE(x yz 人 =anx+bpny+cnz-MX0C+ 关 二 天下， 
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到 = 二 -Kaxc =0， 
XX 


世 = 一 -KMyY 一 =0， 
4 


二 全 信和 


到 


广 D 。 相 
租 得 闫 三代 大 的 果 宁 律 甩 站 和 枉 到 到 1 
人 K4 
所 以 
六 = 8 
a+D+c” a+D+c” Q+D+cC 


由 于 目标 函数 无 最 小 值 ， 所 以 唯一 的 驻 点 必 是 最 大 值 点 。 于 是 


1 
aT DCc 天 
anx+bny+cmnz=ln(xy"zc)<hmn 本 
(aQ+D+Cc) 
即 得 到 
工 
xy?zc < Qbc' 
和 (a+DD 上 ceo 8 
(2) 全 KK=1，x= 六 /了 三 ES 则 x+y+z=1， 
U+V 二 WwW U+Vv 二 WwW U+Vv+w 


且 


Qa bc | U | V | W/ ] Uovews 
人 二 
U+V+W/ NU+V+W/ NuU+TYV 二 W (u+v+w) 
利用 〈1) 的 结果 ， 有 


生 下 性 让 
a Doc 
Xoy?5z5 一 


a+b+c 9 


(a+Dp+oc) 
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11. 求 b 之 值 ， 使 得 棋 圆 蕊 + 六 =1 包 合 圆 (x-T? +y” = 工 ， 且 面 积 最 


小 。 


解 为 了 使 酉 圆 蕊 + 愉 =1 县 包含 圆 Cc- + 交 =1， 又 面积 最 小 , 可 以 
要 求 圆心 Quo) 到 燃 圆周 上 的 点 的 最 短 距离 为 1。 为 此 先 考虑 目标 西数 


条 件 下 的 极 小 值 问 题 ， 并 设 条 件 极 小 


2 
g(% 尹 = (x-D2+ 轨 在 一 + 
G 


2 
值 为 9，=1， 由 此 导出 必 b 之 间 的 关系 。 构 造 Lagrange 函数 


工 (X, y,4) = (X 一 要 十 太 -0C51 多 _， 


D 
求 偏 导 数 ， 得 到 
了 =G-D- 空 =0 
47y 
人 7 党 =y(- 纺 = 0， 


2 六 
工 ; 三 一 攻 二 = 0， 


并 由 此 可 得 
gnin 三 (x 一 ] 人 十 太 - 4- 志 =1o 
da 


在 y=0， 则 x=a。 由 9g，,=(C-1D+ 岂 =1， 可 得 ac=2。 在 方程 组 


(x 一 人 上 + 六 =1 有 
2 入 中 消去 y, 得 到 ( 二 2 水 基 二 的 容易 知道 当 b < V2 时 


十 一 一 一 
4  DD? 


方程 除了 解 x =2 外 另 有 一 解 x <(0.2)， 这 说 明 燃 圆 志 + 羔 =1 不 完全 包 


合 圆 (x-1D:+y =1, 不 满足 条 件 。 所 以 p> V2 ， 这 时 椭圆 面积 s>2V2r。 
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若 4=- 玉 ， 则 x=-， 代 人 go=4 和 - 专 j-1 得 到 ob 必须 满足 
G 


的 关系 式 
a2bD2 =a2+b。 
现 求 目 标 函 数 Fa, = zabg 在 a2b2 =a2 + 条 件 下 的 极 小 值 。 


1(a,D, 4) = zab -4(a202 一 a2 一 b4)， 


1 =zb-24a(02 -TD=0， 
1 = ra 一 24b(a2 252) = 0， 


消去 4， 得 到 ao=v222:， 再 代入 关于 ab 的 约束 条 件 a22” = o: + 六 ， 解 得 


3V2 V6 
了 


这 时 椭圆 面积 = 33r。 由 于 32z<2V5r, 所 以 当 o= 22，b= 加 时 ， 


糊 圆 半 + 六 =1 包 售 圆 (x-1D02:+y =1， 且 面积 最 小 。 


12. 设 三 角形 4Bc 的 三 个 顶点 分 别 在 三 条 光滑 曲线 fx 站 =0， 
dgq7)=0 及 hx=0 上 。 证 明 : 关 三 角形 ABc 的 面积 取 极 大 值 ， 则 各 
曲线 分 别 在 三 个 顶点 处 的 法 线 必 通过 三 角形 4Bc 的 重心 。 

证 ”不妨 固 定 一 边 BC 于 x 轴 上 ，A 点 在 曲线 fx 站 =0 上 移动 ， 
y=yo0 是 f(x 放 =0 所 确定 的 隐 函 数 ， 则 y(9 束 是 三 角形 的 高 ， 当 三 角 
形 aBC 的 面积 取 极 大 值 时 ， 包 思 =0， 即 曲线 foe 思 =0 在 4 点 的 切线 
慎 对 边 BC 平行 ， 所 以 在 4 点 的 法 线 生 BC 边 垂 直 。 由 于 这 是 图 形 的 几 
何 性 质 ， 不 依赖 于 坐标 系 ， 所 以 曲线 fw) =0g(7=0 与 hx7)=0 在 
三 个 顶点 处 的 切线 分 别 平行 于 三 角形 的 对 边 , 从 而 在 三 个 顶点 处 的 法 
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线 分 别 垂直 于 三 角形 的 对 边 。 


13， 设 aaa 为 n 个 已 知 正 数 。 求 "元 函 数 
1 = ox 
在 约束 条 件 
> 


K=1 


下 的 最 大 值 导 最 小 值 。 
解 由 于 fewx) 在 {0x 光 x+x+…+x2< 了 没有 驻 点 ， 所 以 
只 需要 求 fx xx) 在 约束 条 件 + 巡 +…+=1 下 的 最 大 值 疆 最 小 
值 。 兮 
用 三 有 示意 有关 二 Si 


了 (XXX 


my? 


玉 三 和 一 24X 三 0， 大 三 二 my 


人 


一 = 0， 人 三 1 ,mn 
大 24 汪 
代入 约束 条 件 妆 + 忆 +…+ 关 =1， 可 得 24=+ 上 |》>a ， 于 是 
K=1 
kx 用 
三 xx .xn ) 三 守 = 土 ax ， 
土 |>》a: 
天 = 


从 而 


14 . 求 二 次 型 y axx (oj=al) 在 nm 维 单 位 球面 


ij=1 


刀 


内 w -中 上 的 最 大 值 与 最 小 信 。 


K=1 


刀 
LO 人 人 = > aiXX 一 4 (人 + 和 + 二 和 一 ]， 
人 


求 偏 导数 ， 得 到 


上- 一 


KK 
2 二 | 9 


一 工 = 》 ai 和 一 MX = 0， 大 = 二 .……,m， 
工 = 一 (人 + 十 + 一 了 =0， 


二 站 三 当 QIXIX 本 X =0， 
2 全 K=1 
可 知 


九 
2 aixX =4， 
ij=1 


即 目标 本 数 的 最 大 值 和 最 小 值 包含 在 上 面 的 方程 组 关于 4 的 解 中 。 
记 A=(o)， 由 于 方程 组 只 oux -ax =0，Kk=1… 四 有 非 零 解 ， 所 


以 系数 行列 式 |A- 守 =0, 即 ? 是 矩阵 A=(ow) 的 特征 值 。 由 于 A = (o) 是 
实 对 称 阵 ， 所 以 特征 值 都 是 实数 ， 将 它们 按照 大 小 排序 为 
4 < 有 <…< 和 如， 则 得 到 

太一 各， jim= 国 。 
15. 设 生产 某 种 产品 必须 投入 两 种 要 素 ，x% 和 x 分 别 为 两 要 素 的 投入 
量 ，@ 为 产 出 量 。 大 生 产 画 数 为 = 2x%"x ， 其 中 w, 为 正 的 常数 ， 且 
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x+p=1。 假 定 两 种 要 素 的 价格 分 别 为 户 和 户 ， 试 问 : 当 产 出 量 为 12 
时 ， 两 种 要 素 各 投入 多 少 可 以 使 得 投入 总 费用 最 小 。 
解 目标 函 煞 为 oz)= px%+ px%， 约 束 条 件 为 xx “=6。 合 


工 (xx 人 = PXT+Px -4(02x7x 7 一 12)， 


也 = 户 -2a4x7 六 “=0 
六 = 已 一 24 一 0)40 六 ”=0， 


消去 1， 得 到 x -= 和 x， 代 大 约束 条 件 x*xr* =6， 可 解 得 
CQP2 


由 于 lim_ fs,x)=+o， 所 以 目标 本 数 的 唯一 驻 反 必 是 最 小 值 反 ， 即 


(xx ) 一 


VL/ 0 区 6 
当 X1 Re 书 总 2 X? 二 呈 卫 人 -时 投入 总 费用 最 小 。 
CY CQ4 
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第 十 三 草 ” 重 积分 


习 题 13.1 有 界 区 域 上 的 重 积 分 


1. 设 一 平面 薄板 〈 不 计 其 厚度 )， 它 在 浆 平面 上 的 表示 是 由 光 计 的 简 
单 朵 曲线 围 成 的 财 区 域 D。 如 果 该 薄板 分 布 有 面 密度 为 wx,y) 的 电 
傈 ， 且 wx7) 在 D 上 连续 ， 试 用 二 重 积分 表示 该 攻 板 上 的 全 部 电 
何 。 

解 设 电 傈 总 量 为 0， 则 


Q= 咱 wey)dc。 


也 
2. 设 本 数 flx 在 矩形 D =[0zx[01 上 有 界 ， 而 且 除 了 曲线 段 
y=sinx,0<x< 二 外 ，fox 几 在 D 上 其 它 点 连续 。 证 明 / 在 D 上 可 
积 。 
证 设 |foe yjsM soc 六 sp， 将 D 用 平行 于 两 坐标 轴 的 直线 分 成 "个 小 
区 域 AD(i=12,…, 门 ， 记 14=max{diamAD } ， 不 妨 设 AD(i=12,…, 台 将 曲 


线段 y -sinx0sxszr 包 含 在 内 ， 于 是 ftx 尹 在 有 界 闭 区 域 | jAp, 上 连 


i=K+1 


续 ， 因 此 fx 尹 在 LUAD 上 可 积 ， 即 ve>036 >0， 当 4< 站 时， 
i=K+1 

> mwiAai < 

i=K+1T 2 


而 当 ,12 < 时 ， 


4KM 


天 天 
ywAal <2M》'Aai <2kKM4< 7。 


i=| i=1 


取 5- ml 5 ， 当 ?<5 时 ， 就 有 


4KM 


刀 

E 
> OiAai < 一 + 一 =2， 
i=1 < 2“ 


所 以 /在 D 上 可 积 。 
3. 按 定义 计算 二 重 积分 1 xydaxdty， 其 中 D=[odx[od。 


解 将 D 分 成 天 个 小 正方 形 


让 (性 =12…m)， 
刀 


和 


; 
取 引 i 三 一 ,77) 网 则 
刀 刀 


网 
xydxdy = Le 二 > 


ij=1 


4， 设 一 元 函数 fo 在 [rw 忆 上 可 积 ，D =[aox[fcdl]。 定 义 二 元 函数 
F(xy)=T1x，(xy)sDo。 
证 明 Fox 尹 在 D 上 可 积 。 
证 将 [ae、[c gd 分 别 作 划 分 : 


Qa=x0<xX<xX <…<xXi1<Xi=b 


1 1I 1 
=jlim 一 .一 n(n+D = 二 。 
->oo4 4 4 


和 
c=yo<J<y<…<yr<yn=d， 
则 Pp 分 成 了 777 个 小 矩形 ADii =12，……,m, ]) = 2……,1m)o 
记 w 是 fo 在 小 区 间 [x ,xx 上 的 振幅 ， (是 F 在 Ap 上 的 振 
幅 ， 则 
OijF)= 0i， 
于 是 


> wj(F)Aaj = > OAXAy =(d-c])>》 OAx ， 
ij=1 记 j=1 i=1 


由 foo 在 [wo 上 可 积 ， 可 知 ywAx >004 0， 所 以 


lim 全 风光 m|c 2 or| =0， 


即 F(x 记 在 D 上 可 积 。 
5. 设 D 是 R:z 上 的 雾 边界 财 区 域 , 二 元 男 数 fx 户 和 9g(x 放 在 D 上 可 积 。 
证 明 
瓦 (xy) = max{ 帮 x, y) 9(x,y)} 
和 


PCxy)=min{t 帮 xy)9(x,y)} 
也 在 D 上 可 积 。 


证 首先 我 们 有 
瓦 (xD -5(1Cc7+g0co7+|lfoeD-g0oy， 


hx J -5(10c7+g0o 六 -Ge-g0ey。 


设 p( 妨 =|foo 人 -go 将 D 划 分 成 z 个 小 区 域 ADii =12 站， 
利用 不 等 式 la-b-c-dlsiko-o-Cc-dlsle-qd+p-dl， 可 得 


Oi(DO)<wi( 门 +w(9) (= 上 上 2，……Dm) ， 


oOi( 了 )<wi( 门 +w(9) (= 上 2，……Pm)， 
所 以 


0<yw(HAc syaw(PAc+yaw(g)Ac ， 
i=1| i=1 


i=1 


由 记 9 在 D 上 可 积 ， 可 知 


]i (五 )Aa; =0 
交 之 2 ) Ci 》 


即 互 (x J =Imax{ 厂 (x, y)， dqx JJ 在 D 上 可 积 。 
类 似 地 可 得 
oOi(h 芭 Oi( 门 +wi(9) (i 三 上 2，……m) ， 


从 而 得 到 Ax 六 = min{ fx ,go 人 7 在 D 上 也 可 积 。 


习 题 13.2 重 积 分 的 性 质 导 计算 


1. 证 明 重 积分 的 性 质 8。 
证 不 妨 设 go >0，M、mm 分 别 是 foo 在 区 域 0 上 的 上 确 界 、 下 确 界 ， 
由 mog(ox< foo0gc<Mgo0、 人 性质 1 和 性 质 3， 可 得 

的 | f(00gCOdy<M|9CoOav ， 


当 | qCoOdy = 0， 积分 中 值 定理 显 然 成 六 。 当 | gCoay *0， 则 
O 〇 
| foooCoay 


m<2 一 <M， 
ecoav 


所 以 存在 w <e[m,M ]， 使 得 
| rooocoay 


久 ， 


ecoay 
〇 
即 
| fcooCoay = 吉 jgCodav。 


如 果 8 了 在 有 界 闭 区 域 o 上 连续 ， 由 介 值 定理 ， 存 在 *sQ ， 使 得 
| fC00gCOdV = 矿 多 ) | gCOdV。 
2， 根据 二 重 积 分 的 性 质 比较 下 列 积 (分 的 大 小 : 
(1 ) 由 e+ 六 dxdy 与 ||(x+ 力 dxdy ， 其 中 D 为 x 轴 ，y 轴 生 直 线 
x+y=1 所 围 的 区 域 ) 
(2) [fnwx+ axdy 与 || [ix+yaxdoy， 其 中 D 为 财 矩 形 [351]x[04。 
解 (1) 因为 在 D 上 成 立 0<x+y<1， 所 以 (x+y > (x+y 思 23， 于 是 
中 + axdy >||x+y?axdy。 
(2) 因为 在 D 上 成 立 X+y>3， 所 以 ln(x+ 妇 <[n(x+y] ， 于 是 
上 | ln(x+ y)dxdy < 上 人 In(x+ yaxay。 


3. 用 重 积分 的 : 性质 估计 下 列 重 积 (分 的 值 : 
(GD gx+yaxday， 其 中 D 为 财 和 矩形 [o01x[0d] ; 


CD) 站 | 多 全 ， 其 中 D 为 区 域 {(x 站 xlyl<10} ; 


此 2 
六 100 + COS X 十 COS y 


(3) 由 二 2 ，》 其 中 Oo 为 单位 球 {(x， 多 ZX 十 多 十 Z? <1o。 


1+xX“ 十 多 十 Z 


解 CD 因为 在 D 上 成 立 0ox xy(x+<2， 所 以 
0<|| xy(Cx+y)dxdy<2。 
D 


(2) 因为 在 D 上 成 立 工 < 和 gj 交 


102 100+cos” x+cos"y 100 
100 dxdy 
5 < 首 


2 2 和 2。 
D 100+COoS X+COS y 


(3) 因为 在 Q 上 成 立 了 < 一 一 1 所 以 


1+X2 十 多 十 2 
冯 dxdxdz 4 
sz< 川 2 
3 1+X“+y +Z 3 


4， 计 算 下 列 重 积分 : 
(GD | ee +3x2y+ 太 )daxdty， 其 中 D 为 财 矩 形 [01x[o ， 


(2) 上 ge axdty， 其 中 D 为 困 矩 形 [oaxrc,d] 
G) 川 SoC ， 其 中 加 为 长 方 体 [L2]jx[L2]x[L2]。 


(x+y 二 2 
解 (1) [es 十 3Xx ?2y+y)dxdy = [dy Ce+3x2y+y5dx 


- [+y+y9d =1o 
(2) dxdy = | xe“ax ye dy = 区 = 全 les = 上 


郊 折 <eae dxdydz 


(x+yY 二 2 


1 
-人 中 4 出 人 5 中 | 二 ae 
-3 [本 人 = 
人 
5， 在 下 列 积分 中 改变 累 次 积分 的 次 序 : 

(D fax|roondy <D 

Of&[ 一 roenay >0 

G) [全 [六 eay : 

(|wr 人 Fooyaxrey[ Fooyax 

G) [ojw 厂 fo 多 zdz 〈 改 成 先 y 方向 ， 再 x 方 向 和 z 方向 的 次 


序 积分 ) ; 
(6 jg 二 罗 [ -fooyadz ( 改 成 先 x 方 向 ， 再 y 方 向 和 z 方 
向 的 次 序 积分 )。 
解 1) | af recty=| 四 [reey)axs 


C) 太 s recent 


『 o 人 7 F(x, y)dx + fay 请 [二 太 (x, y)dax 十 | 中 > F(x, y)dxo。 


2 
2a 


(3) [到 [may 于 [dy fo 让)dx 全 fx dx 


诈 区 光 
(0) [了 Jenaer op Tenax=Rae foody。 
(5) ax| 必 六 fooyadz 

=[dzf xf Fooyzdy [dz Fooyzdy。 
注 : 也 可 写成 | oz| we fooyaty+ ez| af 一 Poemady。 


(6) AL 砚 本 o 
| 必 [ 有 三 (x, y,Zz)dz = | dz| ， 中 [二 三 (x, y,Z)Gx 


6. ”计算 下 列 重 积分 : 
(D gaxty， 其 中 D 为 抛物 线 岂 = 2px 和 直线 x= 汪 (Op>0) 所 围 
的 区 域 
四 站 - 玫 。 Co>9， 其 中 为 圆心 在 (oo)， 半径 为 o 并 且 和 从 


标 轴 相 切 的 圆周 上 较 短 的 一 段 弧 和 坐标 轴 所 围 的 区 域 ; 
(3) [Te axdy ， 其 中 D 为 区 域 {ox llxklylsT ; 


(4) | + 六)axdy 》 其 中 D 为 直 线 yY=X,yY=X+ayYy=da 和 


y=3a(a>0 所 围 的 区 域 ; 
(5) ||yaxdy 5 其 中 D 为 摆 线 的 一 拱 


x=alt-sinby=al-cosn0 (0<t<2z) 与 x 轴 所 围 的 区 域 ; 
四 ee lm, 其 pp 二 y-s， _1 和 x-1 所 围 的 


区 域 ; 
(7) xydxdy， 其 中 D={(x 让 x+y2>2x1<x<20<y< 对 ; 
D 


3 


(8) 川 x?zsaxayaz， 其 中 Q 为 曲面 z = xy ， 平 面 y>=x,x=1 和 z=0 


所 围 的 区 域 ; 
9 dd 其 中 q 为 平面 x=oy=0 z=0 和 x+y+z-1 


(LI+X+Y+27) 
所 围 成 的 四 面体 ; 
(10) 川 zaxayaz ， 其 中 Q 为 抛物 面 z= 妇 + 六 与 平面 


z=hn>0 所 围 的 区 域 ; 
(11) 作 z axdydz ， 其 中 加 为 球体 姑 +72+z2<R 和 


X“ 二 7+2Z2<2Rz 
(CQR> 0) 的 公共 部 分 ; 


〈12) 几 Caxdyde ， 其 中 9 为 酉 球体 避 + 必 + 生 s1 


解 〈1) jy dxdy= | ,了 0 y (P -与 由 = 二 Ps 


4 
=-CV5 -9o2。 


X+ X X 工 
(3) 站 ”dxdy = 「 df erdy+|e dx| 0 
(4) Je +)dxdty = 由 六 C2+ydx 
= [全 co -ay+309d =14a“。 


(5) jaw -[ 灾 py - 生 订 Geosoad 
二 02+y2) 1 1 二 [ 定 区 
(6) 由 -Pearlra 
ER 5 


(7) ydxdy = [2 dx| ydy= 站 2 (X” -dax= 乞 。 


(8) 川 xy “zadxdydz = | xax[ ya 六 zaaz = 了 fxsaxjy ysdy = 


O 〇 


364 


(9) 人 dxdydz -| x 太 “三 x-y 


(LT+TX+yY 十 2) 


1-x 1 
Ta 纤 


-二 | In2 人 
2 01+X 2 4 2 16 


(10) 川 zeraz = 人 = zz2dz 二 了 ma。 


二 


(11) 由 zaxdyaz 王 赂 二 轴 dxay 


-2 (2Rz 一 Z w+ (R 一 2z)dz = 二 台 5。 


(12) 几 x“dxdydz = 广 xdx|f dydz 
= 地 c| 六 = 汪 讽 而 0 
一 Q da 15 
7. 设 平面 薄片 所 占 的 区 域 是 由 直线 x+y= 2y=x 和 x 轴 所 围 成 ， 它 的 
面 黎 度 为 p(x, 尹 =x 妆 + 关 ， 求 这 个 薄片 的 质量 。 
解 ” 设 薄片 的 质量 为 mm， 则 
1m 一 中 poey)axay == [of ec +yY2“)dx 
也 
四 5 
人 全) 
8. 求 执 物 线 交 =2px+ 关 与 关 =-2qx+q (pq>0 所 围 图 形 的 面积 。 
解 联 立 两 个 抛物 线 方程 ， 解 得 x= ,y=+vV/pq， 于 是 两 抛物 线 所 围 
的 面积 为 
S Fe dx= 站 rp+q)- 人 六 几 =3OP+9VP9。 


2PD 


9. 求 四 张 平 面 x=oy=0x=Ly=1I 所 围 成 的 柱 体 被 平面 z=0 和 
2X+3Yy+Z=6 截 的 的 立体 的 体积 。 
解 设 D:0<x<sL10<y<1， 利 用 对 称 性 ， 有 
| | Xdxdy = | | ydxdy ， 


于 是 


V -6-2x-3)dety=6-5daxlyw= 了 。 


10. 求 柱 面 央 +2 =1 年 三 张 平面 x=0y=x%z=0 所 围 的 在 第 一 卦 限 的 
立体 的 体积 。 


解 设 D 是 所 围 宪 间 区 域 在 浆 平 面 的 投影 ， 则 
D={(xy]0o<sx< 岂 0<y<y， 


V -172aty= -oa -ai 
11. 求 旋转 抛物 面 z= 阅 + 交 ,三 个 坐标 平面 及 平面 x+y=1 所 围 有 界 区 
域 的 体积 。 
解 设 D 是 所 围 空 间 区 域 在 浆 平 面 的 投影 ， 则 
D ={(oy]x+y<Lx>0y>0}， 


于 是 


于 是 
V = [ea +y)dxady = 2|| “axdy 到 2 xzax| = 5。 
也 也 
12， 设 foo 在 R 上 连续 ，ap 为 常数 。 证 明 
(D ef root=|ronpo-may 
GO)j@jee Oak ao-oec 70de (Ca>0)。 
证 〈1) 交换 积分 次 序 ， 则 得 到 
bx b b pb 
oj ro = 700d| = ro-7dy。 
(2) 交换 积分 次 序 ， 则 得 到 
人 人 et (OOdx = 人 fCOdx| = fa 一 x)e(o FoJdxo 
13.， 设 foo 在 [0 上 连续 ， 证 明 
上 六 fCOd = ee -efCodx。 
证 ”区 换 积分 次 序 ， 则 得 到 
fw 六 e F(x)dx = | fCOdx| edy = Te 人 ) 丰 (OOdaxo。 
14. 设 D =[01x[o0d， 证 明 
1< [Ence )+cos(y- )axdy 0 
证 sincx )+cos(y)]dxdy = sinoe )dax| dy 十 | cos0n )dy| wx 
也 
= sinoe )dx 十 | cos0y” )dy = sinCx) + Cos(x2)]dx 
1 克 
一 V2| sin(x 十 0 o 
当 xe[0 了 时 ， 成 立 
万 < sin(X <]1， 


所 以 


1< [Enc2)+ cos(y?)laxdy <\V2。 


15. 设 D =[oJ]x[od]， 利用 不 等 式 1- 地 <costs1 (tr/2) 证 明 


49 2 
-一 把 dxdy<1o 
人 josoo) xdy 


证 由 
IN < cos(xXy) ”<1， 

易 知 

|cosco)?axay 六 证 5 

D 
另 一 方面 ， 由 于 

(xy)” 1 11 1 49 
和 -多 ao-ivalyrw -各 

所 以 


49 2 
站 私 由 dxdy 。o 


16. 设 D 是 由 尿 平 面 上 的 分 段 光 滑 简 单 财 曲线 所 围 成 的 区 域 , D 在 x 轴 
和 y 轴 上 的 投影 长 度 分 别 为 和 1 ，(w,D) 是 D 内 任意 一 点 。 证 明 


G) fx-=-woo=Paxdy 


<1.1,mD ， 


人 
过 = 


4 


C2) xc-=wo=-Paxdy 


证 (1) | |c-o0 一 Paxdy 


< 凤 一 oly -四 axady 
D 
<jlu||axay= umD。 
D 


(2) 设 DsD'=[abx[cdl]， 且 bp-a=ld-c=1e。 则 


[=ao=-APaxdy 


< 川 c-wOo-aay 
< 川 x-oly-laxey = [=-alaf -ay 


由 于 ws[ab， 于 是 
[wx-alawx 三 -| cc=-ow + -wa 汉 5 -a2+( 一 co)2]， 


-5-O+(c aq -一 ao](w 0s30 骨 -5 有 
同 理 可 得 


1 
站 -ps52， 
所 以 


Jie-oo-padl: 3 
17. 利用 重 积 分 的 性 质 和 计算 方法 证 明 : 设 fo 在 [wo 上 连续 ， 则 


[ 1 coa] <b-qo| IFCOPax。 


证 由 于 
|[ 味 国 琶 | 到 让 矶 有 、 [fo+ PoDjaxdy， 
[a,bp]x[a,D] [a,bp]x[a,b] 

由 对 称 性 ， 

[foor Ponjaxay=2 [Fooaxey 

[a,b]x[a,D] [a,bp]x[a,b] 

2 六 Foodx| 写 交 二 ao 疡 COax， 

所 以 


roow| se-ofrrarar。 
18.， 设 foo 在 [ro 上 连续 ， 证 明 


ef 1o0dxdy>(D 一 a)。 


[a,b]x[a,b] 


证 明 一 将 区 间 [a on 等 分 ， 并 取 扣 <s[x xi]， 则 


2 7 刀 
fferw-roaxdy = 加 | 呈 ye1G) | 


[a,b]x[a,b] i=1 i1 
再 利用 不 等 式 : 当 x >0 〈i=12…n ) 时 成 立 


(xX 十 X5 人 
从 2 X%n 


〈 注 : 上 述 不 等 式 可 由 算术 平均 不 小 于 几何 平均 得 到 ) 
束 有 


2 刀 
人 ye1G .ye-1G) > ba， 
刀 


i1 i1 
所 以 
efC0-10) dxdy> (一 aq ”。 
[a,b]x[a,D] 


证 明 二 ” 设 p =[a 妇 xfawb， 由 对 称 性 ， 有 
[ereorooauay = [Terorrmodxay， 
D D 


于 是 
[eroroay =5jeroro +efo laxdy> [axay =(-q”*。 
D D D 


19. 设 Q={0xx)0<sxx<1Li=12…， 计 算 下 列 " 重 积分 : 


(1) | 本 十 X +… 十 X )dxidx， 3 
(2) | + 和 上 +) dxadxs dxno 
9 
解 (1) ddxs dx 
9 
1 1 1 刀 
| = 咱 他 oa| ac … dx， 六 


(2 二 二 X 十 … 十 X) dxidx dx， 


二 中 y xx eu px 
DANij=l 


三 > [xxjdud …QxX， 


ijJ=1Oo 

刀 

i=1 Q 1<i<j<naQ 

有 1 Pn LI mn(3n 十) 
一 一 十 2 一 三 一 十 一 Pn(n 一 力 = 

3 之 人 


1<i< jsn 


习 题 13.3 重 积分 的 变量 代 换 

1 利用 极 坐标 计算 下 列 二 重 积 分 : 
(GD [|fe ”ay， 其 中 D 是 由 圆周 如 + 风 =Rz (R>0 所 围 区 域 ; 
(2) 首 vxaxay， 其 中 D 是 由 圆周 习 +y =x 所 围 区 域 ; 


G) | 由 x+y)axay， 其 中 D 是 由 圆周 如 + 六 =x+y 所 围 区 域 ; 


C4) 中 于 ay， 其 中 D 是 由 圆周 + 六 -1 及 坐标 轴 所 围 成 
的 在 第 一 象限 上 的 区 域 。 
解 (1) [eaxgy =| ab er =zrl-eR)。 


(2) 由 = 六 VsRel Vrd eeos 如 0 = 


(3) [era “Ging+ecosb)dbg 六 ”rr 2dr 


-5 下 (sing+cosg)4d0 = 由 sin (0+ 了 )d0 sn tdt = 工 
注 : 本 题 也 可 通过 作 变 换 
x = 了 +rcosg,y= 了 +rsing(0<0<2z,0<rs- 记 ) 


V2 


来 录 


求解 。 

(4) 仙人 LE 二 证 ET 二 三 ta 
1 1 一 Lt 
于 

2. 求 下 列 图 形 的 面积 : 


( (ax+bny+c)2+(ax+pby+co) =l (5=apu -abz 上 0) 所 围 的 
区 域 ; 


(2) 由 搜 物 线 交 =mx 风 =m (0<m<m， 直 线 
y=ouuy= 庆 (0<w<m 所 围 的 区 域 ; 

(3) 三 叶 玫 瑰 线 (x2 +y) = a(x -3xy2) (ao>0 所 围 的 图 形 ; 
(4) 曲线 [ 兰 + 之 -所 + 点 wk>0ab>g 所 围 图 形 在 x>0y>0 的 


部 分 。 


O 
能 省 无 作 二 换 上 人 则 和 =abb 一 ab 


于 是 面积 


O(X， 虽 咯 ] 可 歼 
全 


(2) 人 则 x= 世 ,7y= 芋 ，2o2e) = 二 ， 于 是 面积 
V 
pdv 1 
,三 川 ; < 4 


(3) 令 x=rcosby=rsing， 则 曲线 方程 可 化 为 极 坐标 形式 ” = acos30， 
于 是 面积 


5 吃 


站 「 UdU | 


acos30 


5 三 六 db /四 =30|eos23040= 开 0 


》 


y=jJrsin20 


) 人 要 换 | hreos 0 则 SC -hrsn2g， 而 曲线 方程 化 


加 k” 
广 = 一 cos0+ 一 sin 0， 
2 本 


a 
于 是 面积 
S = 估 太 加 2aiof“ 一 COS 0 
= jhK 亿 本 singeos 人 Ocos 避 0 
0 a2 0 及” 
_ 有 ka + ) 
6a 巧 ” 
3. 求 极 限 
加 一 列 1 ,y)dxdy ， 
其 中 六 (x,y) 仁 在 原点 附近 ; 连续 。 
解 由 积 分 中 值 定 理 ， 


几 FCce)axay = 1GE7D)zp?， 
2 上 <D2 
其 中 2 二 712 人 
因为 了 连续， ee (2 人 ->(0.0)， 所 以 


几 feocmaxy = 10.0。 


4 选取 适当 的 坐标 变换 计算 下 列 二 重 积分 ， 
(GD) [NMNx+wVyjaay， 其 中 D 是 由 坐标 轴 及 抛物 线 Vx+ Vy =1 所 围 


lim 
OP>0 元 D? 


的 区 域 
O) 咱 二 才 jaw， 其 中 D 是 由 i 酉 圆 扎 + 鼎 = 1 所 围 区 域 


ii) 圆 关 +72=R 所 围 的 区 域 ; 
G) [am ， 其 中 p 是 由 直线 x=-2y=0，y=2 以 及 曲线 


三 人 沁 所 围 的 区 域 ; 
(4) 作 duty， 其 中 D 是 由 直线 x+y= 2x=0 及 =0 所 围 的 区 域 


， 后 ee dxdy ， 其 中 闭 区 域 D = {(x)Ixl+lysT 


(6) 1 一， 其 中 闭 区 域 pD 是 由 曲线 y>=wVa2 -x: -a 


Co> 0) 和 症 线 y- -所 国 成 
解 (1) 人 变换 | 站， 则 | 性， ao 六 -4w， 于 是 
ea 


一 Vv? OUv) 


Vx + 光 7 xdy = |(u+v)4uvdudv =8 届 ua2du 
世 [ co 


1 沁 
8 
注 : 本 题 也 可 通过 作 变 换 x=rcos4g,y=rsin40 来 求解 。 


(2) 作 广义 极 坐标 变换 | 0 ， 则 3C 芒 =abr， 于 是 
吕 必 和 wo “dg rdr ab | 
i) 利用 极 坐标 变换 ， 得 到 
2z| coS sin“ 0 元 (Q 十 b2) 尺 ” 
由 
(3) 赂 ws 小 ydxdy 一 外 


人 


= | 省 - Raaepeona -4 -sm 0 


-4-z|zsin46lg=4- 工 。 
3 


(4) 作 变 换 w= x+yv= ee 


, 则 x= ud+wy=5ud-， 直接 计算 得 


0O(x,y) 1 


OU,v) 人 


3 


由 x>0y>0,x+y<2， 可 得 osu<2,-l<v<1， 于 是 


2 _ 172 TAR ] 
站 "dxdy = 了 上 udu| e 站 


二 三 mo ，9c7 1 三 
(3$) 作 变 换 uw=x+yv=x-y， 则 3 2， 5 二 于 是 


Ce 二 0 dv _ 世 
几 iee 普 
《6) ee 得 到 


| 二 Er 0 dr ， 


4a 一 普 
由 
2 
人 [rav4o -天 =-rv4o2-2+[V4o -mdr 
以 及 
二 4 人 
人 r=| r=4a arcsin5 一 | ao 一 Fr2dr ， 
可 得 
7 0 1 0 
| 六 = 2a 5 a2 -r2+C， 
所 以 


业 素 兴 有 
[| 于 天 一 dxdy=2a2 人 Gingcosg-0)dg= 世 
站 /4a2 一 妇 一 六 二 


5， 选取 适当 的 坐标 变换 计算 下 列 三 重 积分 : 
GD) 必 e+ 曙 +2jaxdtyrdz， 其 中 加 为 球 {coy 可 人 +2+22<T 


(2) 册 \ 号 dxdydz， 其 中 为 椭 球 


| 2Z) 蕊 二 + 让 二 < 
(3) 作 zVe +yaxdyadz， 其 中 O 为 柱 面 y>= V2x-x 及 平面 
z=0z=a(a>0 和 y=0 所 围 的 区 域 ; 


(4) 摇 2 二 5 其 中 @ 为 半球 


1+xX“ 十 多 十 Z 


{(x, 儿 ZX 十 多 +2Z2<1z>0 


(5 ) 全 +ry+a?axdyaz， 其 中 Q 为 抛物 面 阅 + 六 = 2az 生 球面 


e+72+22=3a (ao>0 所 围 的 区 域 。 

(@ Je jaod， 其 中 为 面 遇 线 | 2” 绕 z 机 旋转 一 
周 形成 的 曲面 年 平面 z=8 所 围 的 区 域 

(7) 人 dd 其 中 闭 区 域 


GO={(xy 2 x+ 人 +C-D2<1，z>0y>0 
(8) | 川 w+y-acx=-y+a0+z-oOdxdyrdz， 其 中 朵 区 域 Q={cy | 


0<X+y-Z<l0<x-y+z<l0<syYyY+Z-X<lo 


解 〈1) 应 用 球 坐标 ， 则 
川 (2 十 多 十 z?)dxdydz 一 [aefsinpaof rdr = 芭 。 
(2) 应 用 广义 球 坐 标 ， 则 
凡 \ 上 号 dxdydz = abc| def singao| -rrzd 


= 4mbc| 由 -rradr， 
倒 r= sint， 则 
川 由 0 2 轿 =4mbc[zcos?tsinztdt 
a5 8 


-mbc[zsin22idt= Labc|zd-cos40dt= 工 rzabc。 
0 2 0 4 
(3) 应 用 柱 坐 标 ， 则 
公 2cosO Q 4 人 
川 ZJx + dxdydz = 忆 db| rzdr| Zdz = 本 cosy b0 


8 
这 


〈4) 应 用 柱 坐标 ， 则 


折 2 十 y | 


dxdyd 
1+X 十 久 十 2 人 


2z VLP zlnd+r2 上 +Z2) 
全 dO| rdr dz = r[ln22 一 ln2(L+r2]dr 
| | | 1 十 7? 十 Z? 2 [ ( )] 


-和 In22- 开 fnzidt= (tn2- 二 -In? 2)z。 
4 4 :1 2 4 
(5$) 由 于 Q 关于 平面 和 六 平 面 都 对 称 ， 则 
| | | Xydxdydz = | | | yzdxdydz = | | | ZXxdxdydqdz = 0 ， 
Q Q Q 


于 是 


全 w+ry+azaxdydz= [2+ 关 +z2)dxdyaz， 
包 9 
应 用 柱 坐 标 ， 融 有 
中 (x+yY+Z) "dxdydz = 育 ae[ [os +z2)dz 
@ 〇 


va 人 了 
=2z 六 3a2 -r2 一 和 r)2 小 
a 


5 24a 
2 达 7 7 
-2z[ 3a2\3a2 -r2 -和 (3a2 _r2)2 rdr 
3 2a 24a3 


6 8 
-64 Das < 2 | 
Q 


108V3 -97 “ ， 
三 一 IO oo 


30 
(6) 可 得 Q 由 曲面 x+ y? = 2z 与 平面 z=8 所 围 ， 应 用 柱 坐 标 ， 则 
5 2r 4 3 nr8 4 3 六 2 1024 
fffee+y xdydz=| dg| mdrlz=2zf 6 了)dr = 一 zo 
D 可 
(7) 应 用 球 坐 标 ， 则 
1 
和 
-2z| sinpeos?pdp= 3z。 
(8) 作 变 换 w= x+y-z V 三 X 一 YY 十 Z, WwW 三 YY 十 Z 一 X) 则 | 
于 是 2Cey3 - - 工 ， 所 以 


OU,v w) 4 
川 cr+y- Z)(X 一 y 二 2Z)(7 十 Z 一 xdxdyaqz 


dxdydz =- [aefrsneao| 


Qu,v， w) _ 
ay 


_ CCx, 2) 
咱 | OUU,v, w) 


6， 求 球面 关 +7+2 =R 和 圆柱 面 +=RxR>O 所 围 立 体 的 体 
积 。 


解 V=2 |fVR2- 拉 -ydxay= 4[5dbg| VB 于 -r2rdr 


X2 二 y2<Rx 


] -! 1 1 1 
dudvdw = | udu| vav| wdw = 区 


Rd-sin 0)d0= 
7， 求 抛物 面 z= 6-x -六 年 锥 面 z= Jx2+ 六 :所 围 立 体 的 体积 。 
解 联 立 两 个 曲面 方程 ， 解 得 交 线 所 在 的 平面 为 z=2， 丙 围 空 间 区 域 


6Z 二 8& Ra3 
9 


在 浆 平面 的 投影 区 域 为 
D:x+y <4， 
于 是 
人 和 jc- 2 一 2 -2 +y2)dxdy = “ab (6 一 六 -nrar= 卫 zx 
8. 求 F 列 曲面 所 围 宅 间 区 域 的 体积 


2 72 2 
(1) [ 和 =ax (abc> 0) ， 


(2) 时 :人 =1l(awbc>0) 导 三 张 平 面 x=0y=o0z=0 所 
围 的 在 第 一 卦 限 的 立体 。 


X=arsinDcosO 
人 =abcr“sinp。 
,0D,O) 


解 〈1) fo 册 5 


Z=CcrcosO 


1 
由 于 x>0， 所 以 和 于 是 


(a? 0 


Yo 用 dg|， Sin podO | rdr 


一 一 的 “AS 2 和 3 
59 peosaio Sin do pc 。 
X=arsinpcos 0 

0O(x, y,Z) 


(2) 作 变 量 代 换 J,y=prsinpsin20 ， 则 | 一 一 一 
0(7,0D;O) 
Z = crcosg 


=abcr” sinpsin20 ， 于 是 


V = abc[zsin26b[zsingpap| r2dr 王 


9. 设 一 物体 在 宪 间 的 表示 为 由 曲面 4z: = 25(x + y 生平 面 z=5 所 围 成 
的 一 立体 。 其 密度 为 DO(X, y,Z) = 庆 儿 再 多 求 此 物体 的 质量 。 
解 设 物 体 的 质量 为 M， 则 
M= [oooyzaxdydz= [aof mar[f: 矿 三 2z| 2G -3Ddr 丽 5 


10. 在 一 个 形状 为 旋转 抛物 面 z= x+ 关 的 容器 内 , 已 经 盛 有 8z 立方 厘 
米 的 水 ， 现 又 倒 入 120z 立 方 厘 米 的 水 ， 问 水 面 比 原来 升 高 多 少 厘 
2 

解 设 容器 盛 有 gr 立方 厘米 水 时 水 面 的 高 为 mn， 则 


大 aof r(h_r2ydr = 8r， 


O 〇 


即 请 一 =4， 从 而 解 得 
六 =4 (cmy)。 
又 设 容器 已 有 128z 立 方 厘米 水 时 水 面 的 高 为 末 ， 则 
户 aef ra-raar=l28r， 
即 本 ? -下 =64， 从 而 解 得 
刀 =16 (cm)， 
所 以 水 面 比 原来 升 高 12 (cm)。 
11， 求 质量 为 M 的 均匀 清 片 | “9 对 z 轴 上 QQ0a Ce>g 点 处 的 
单位 质量 的 质点 的 引力 。 
解 设 薄片 对 单位 质点 的 引力 为 FE=(FE,E ,BE)， 由 对 称 性 ，P, = F, =0。 
在 均匀 薄片 上 点 (xy0) 的 附近 取 一 小 块 ， 其 面积 设 为 dc = dxdy ， 根 
据 万 有 引力 定律 ， 这 小 块 微 元 对 质点 的 引力 为 


CDX CODYy COc 
IF -| 一 2 dd 一 dd 一 2 ddy|， 
(十 认 二 c)2 (十 二 c)? (十 帮 7 二 c)? 
于 是 
Cr 
dF =- 挛 dxdy， 
(x2 十 7 十 c2)2 

F =- 全 
=- dy=-Gocl do 
2 (x+ 因 上 c2)2 (Fr 十 c2)2 


-cp 上 2 c | 

C Var+c” 7 Va +c” 

其 中 G 是 万 有 引力 常数 ，M 是 均匀 莱 片 的 质量 ，p 是 均匀 薄片 的 密 
度 。 

12. 已 知 球体 悦 + 史 +22 <2Rz， 在 其 上 任 一 点 的 密度 在 数量 上 等 于 该 
点 到 原点 距离 的 平方 ， 求 球体 的 质量 年 重心 。 

解 设 球体 的 质量 为 M ， 则 


M = 川 c +y2 上 +Z2)dxdyadz = 户 aefFsneao oradr = mr。 


0 
设 重心 的 坐标 为 忆 , 郊 裤 ， 由 对 称 性 ，x=7=0。 由 
8 


[ffzo2 +y Hz)ddhdz= 全 dg[sinpeosgdg[ rsdr -Re 
9 


8 


川 zee +y +Z2)dxdydz 
过 = 


AM 
所 以 重心 坐标 为 (0.03R)。 
13. 证 明 不 等 式 


2zw7-9x< 中 人 


运 2 河 16+sin? X+Sin y 
证 首先 有 
dd  - 用 上 二 = 
x+y2<l \L6+sin? X+Sin yy 2 4 
另 一 方面 ， 由 sin2u<w， 得 到 
中 dxdy [| dxdy 
2 \16+sin2 X+sin2y opaV16+X2 十 入 


27 1 rdr 
二 qdO =2zr(V17 -4)。 
| | /16 十 六 | ) 


所 以 


2zvV7-9< | 2 
24 7 -sj16+sin2 x+sin” 一 


14， 设 一 元 函数 fw 在 [0 上 连续 ， 证 明 
[fc+ryaxy = Foodus 


x+|ylsl 


证 作 变 换 U=X+yyv=X 一 y， 则 -1<vx<l-1l<v<1l， 


列 式 为 
UV) 2 0O(xy) 1 
am ”au 2 
于 是 
1 人 Fe+yaxdy= | dudv 
|x|+|y|s1 


-了 fu)d| ww= | fdu。 
15， 设 一 元 函数 fw 在 [20 上 连续 。 证 明 
[foaayrdz = 了 Faod-wau， 
其 中 为 单位 球 刀 + 六， sl 
证 [FoDaaraz=「 Faz[faxuay， 


其 中 Q = 阅 + 记 <1-， 于 是 


O 〇 


变换 的 Jacobi 行 


朵 Foayrdaz=| Faz[axey 


=z| 1ad-zdz=z| Faod-w)au。 
16， 计 算 下 列 ” 重 积分 : 
〈D) | 和 dd dx ， 其 中 


人 = {(x XXX 十 X 十 十 X EL Xi 过 0 =12… 


(2) | + 2)dxdx dx ， 其 中 
9 


9Q 为 n 维 球体 {x zx) XXX 二 +X <。 


解 (1) 作 变 量 代 换 1”2 的 则 82 1 


0O(x1 X25 


CCXi,X 0 Xn 
1 人 ) =1， 于 是 
0(y1 yyn) 


株 呈 十 XD 十 … 十 X dxXidx dx， = 上 Vanady dy， 


es dy 人 “03 … 人 dy， 


dd 人 dy 
一 


一 TD 0 


1 


1 多 和 和 | 本 2 
本 dy = 


CO-DICn+D 


Xi =7cosOI 


(2) 作 球 面 坐标 变换 站 作 和 人 ee 作 


Xi1=rsinoDlsinp…SinD，， cosD，| 


Xi =TsinDlSimnD…SmnPD， SinPD， 1 


它 把 Q 变 为 


QI={0DDrP DOSr<L0<O <7zli=12…,n-2);0<D ， <2z}。 


它 的 Jacobi 行列 式 为 


;nm} ， 


OCX ,XXX ER 
二 ( 认 和 ez 和 ) 二 六 " 1Sin” “| Sin" DNSinD， ，， 
005 DDN 1) 


刀 


| 十 X 十 …TX )dxidx dx 
总 

TI_nrly TIz nm-2 0 25 

=| dr| Sn “JidWI | SIn or sdpn 3 人 sinpy 2dpn > dpn_lo 


由 于 当 K 为 正 整数 时 ， 和 si odp = [sint odp， 利 用 Wallis 公开 ， 


(2m -TDIII 
2 Or 2 P 三 2717 
WO (2mll ， 
17)11 
三 而 下 下 mn=27m+1 
于 是 得 到 
rr 和 

一 JDI!(Cn+1 
| 二 X 上 +X )dxidx…dx， = (nm 一 BDI + ， 

2 2PmHL 克 站 
mn=21 十 | 


(2m -DCm+3) 


11 


习 题 13.4 反常 重 积分 


下 讨论 下 列 反 音 积分 的 敛 散 性 : 
(1) | dxdy 


(| xl)G+y 


上 于 2 和 {0ey)0<sy<1, 而且 0<ms|lp(0x 人 < M 


G) 中 区 2 ret， 其 中 ptx 满 足 与 上 题 同样 的 条 件 


(4) dxdy ; 
[0,a]x[0,a] x 一 玫 
dxdydz 
人 人 2 
解 〈1) 由 于 
dxdy 人 下 
salyeadrxI drlyl | 和 


当 4,B 都 趋 于 正 无 穷 大 时 , 等 式 右 端的 积分 当 仅 当 p>1 且 g>1 时 收敛 ， 
所 以 原 积 分 当 p>1 且 dg>1 时 收敛 ， 而 在 其 他 情况 下 发 散 。 
(2) 由 于 
7m lo(x y M 


(L+X2 +yY2)2 (L+X? +yY“)2 (L+X? +Y2)2 


而 积分 | 一 一 一 oxdy 当 p> 了 时 收敛 ， 当 ps 了 时 发 散 ， 所 以 原 积 


D (2 十 y 】 
分 当 p> 了 时 收敛 ， 当 p< 了 时 发 散 。 
(3) 由 于 
mm -poco7 M 
(党 三 放生) 2)2 
而 
1d(-r) 
dxd d 
Pa<ltpsd 一 2X 一 <) 证 记 由 太 “这 全 r2)P 


当 p 0 时， 等 式 右 端的 积分 当 p<1 时 收 代 ， 当 p>1 时 发 散 ， 所 以 原 
积 了 分 当 p <1 时 收敛 ， 当 p>1 时 发 散 。 
(4) [oax[od=DPUD,， 其 中 
={xyo<y<x<aj D, ={xyo<x<y<dj。 
则 


dxdy dxdy dxdy 
x 一 中 外 J)? 0 2 


[0,a]jx[0,a] 


= 外， yY)Z + 对 x)2 
可 知 当 p <1 时 积分 收 人 勾 ， 当 p>1 时 积分 发 散 。 
《5) 利用 球面 坐标 ， 得 到 
dxdydz 『 dr 


D2<X“ 二 儿 上 +Z2<1 人 二 多 束 2 2 
当 p 全 0 时 ， 右 边 的 积分 当 且 仅 当 2p- 2<1I 外 PP< 3 时 收敛 ， 所 以 原 积 
分 当 p<3 时 收敛 ， 当 p > 与 时 发 散 。 
2， 计 算 下 列 反 各 积分 : 
GD) Je 其 中 D={Ceny>lx>1， 且 p>q>1 1 


(3) 可 Co rz dxdydz。 


解 (1) 人 三 二 4 do y。 


工 XP 


1 fi 工 工 
一 一 -一 一 -人 = 一 一。 
9 一 1 X (P-9q)(q-D 
3 作 广 义 极 坐标 变换 x = arcosg,y=brsing0 ， 则 
玉 六 


四 7 -rz Zzob 
站 dxdy= ab||e ”rarde = oj “dg er 示 = 


F>1 


2 21 
a2 六 


(3) 川 。 Te = 上 ed e7 dy 三 ed 
R3 


-( 广 一 加 = 1 
3. 设 D 是 由 第 一 象限 内 的 抛物 线 y>= 阅 ， 圆 周 悦 +y =1 以 及 x 轴 所 围 
的 平面 区 域 ， 证 明 [人 人 人 收敛 。 
D X 十 
证 取 r>0 充 分 小 , 设 D， -keylosys<x0<xs<r x 是 抛物 线 y = 妆 每 
圆周 x+y =1 交 扣 的 横 坐 标 ， 多 
| 


人 X2 十 多 


过 


0 X2 十 多 


px arctan X -已 一 
人 


有 于 四 [vaaanxa 存 在 所 以 im 中 本 即 反 常 积 分 
7 一 >0。 丰 X 7 一 D\D， X 十 也 


[2 收敛。 
DX 十 
4， 判 别 反 常 积分 


| dxdy 
(+x“)GL+yY 
是 否 收敛 。 如 果 收敛 求 其 值 。 


解 因 虽 二 站- 《5 收 义 ， 所 以 I=|| . 收敛 并 日 
习 (L+X“)GL+y) 
到 +o dx 于 dy 
证 “)G+y 7 二 元 2. 


5. 设 FO= ||e 0 求 F'(D。 


解 当 t> 0 时 ， 人 由 [ < 二 各 于 是 
=tv 0O(uVv) 


F(D= 蕊 . fear 


0<U<1 
0<v<1 


所 以 
FED = 26: ffe<aw- 一 二 。 
0<U<1 
0<v<1 
当 t*=0 时 ，F(o=0， 易 得 
FOOD -lm 一 0 全 -0。 


设 函 数 fo 在 [oal] 上 连续 ， 证 明 
[0 dxdy =z| .Foodx。 


了 人 V (a X)](X 二 y) 


证 由 于 
上 7) a a 1 
dxdy = d d 
上 ， (a 一 xx 一 J) | 2 中 (a 一 X)(x 一 尹 


a 1 
在 积分 | dx 中 ， 售 x= ycos“t+asin“t， 则 ax = (a- y)sin 2tdt ， 


V(a 一 X)(X 一 多 ) 
且 当 x:y-~>a 时 ， 外 0 号 :是 


a 1 世 

人 
LA 人 
所 以 


由 /7) dxdy=z| Foodx。 
0<y<x<a 从 (a 二 X](Xx y) 
7， 计 算 积分 [ee dade de。 


及 


刀 


汪 2 丽 
解 [ 攻 dx dx 


R7” 


十 OO _v2 本 001 风光 +o _、，2 一 
=| edx| e dx e dx = 和 2o 
一 00 一 00 一 00 


习 题 13.5 微分 形式 


1. 计算 下 列 外 积 : 
(1) (xdx+7zzdy) 和 (ydx-xdy+6dz) ; 
(2) (cos ydx + cos xdy) 和 (sin ydqx -sin xdqy) ， 
(3) (6dx 和 dy+27dx 和 dz 和 (dx+dy+dz)。 
解 (1) (xdx+7zzdy) 和 (ydx- xdy+6dz) 
=-(x +7yz?)dax 和 dy +42z72dy 和 dz-6xdz 和 和 dx。 
(2) (cos ydx + coS xdy) 入 (Sin ydx -Sin xdy) 
= 一 Sin(X+yY)dx 和 dyo 
(3) (6dx 和 dy+27dxA 和 dz) 和 (dx+dy+dz) 
= 一 21dx 和 dy 和 dz。 
本 
中 = ao +aidxi +aodx 入 dxi +a3sdx， 和 dx 入 dx， 
11 = dx 和 dx, +Ddxi 和 dx; +b3dx 和 dx， 入 dx +Ddx,， 入 dxa 和 dx, 。 
求 o+7 和 w^7。 
解 o@+7=a+adx +bdx 和 dx +(a +b)dx 和 dxs 
+b3dxi ^ dx,， 入 dxa +(a3 +D)dx 入 dxa 和 dx ， 
OA7171=aobidxi 入 dx, +a0opb2dxi 和 人 dx3 +aob3dxi 和 人 dx， 和 dx3 


十 Q0p4dx,， 和 dx 入 dx4 +aip4dxi 和 dx， 入 dx 入 dxyo 

3. 求 

四 =X%dQx 和 dx +Xdx 和 dx +(L+X )dx 和 dxs +X dx 和 dxi 

+(X 二 X )dx， 和 dx Adxy -Xi dx 和 dx， 

的 标准 形式 。 
解 

四 = XIdx 和 dx +dxi 入 dxa 十 (x 十 Xa)dx， 和 ^ dx3 一 (xy 十 X3 )qxi 和 ax 和 dxao 
4. 证 明 外 积 满足 分 配 律 和 结合 律 。 
证 由 外 积 的 线性 性 质 只 需 对 wz,c 分 别 是 p- 形 式 、q- 形 式 和 r~- 形 
式 的 情形 证 明 即 可 。 
设 o=》 广 dy =>gy0dxc=> 克 COdk， 则 
T 了 天 


(O+7T)Aa= 到 方 (x)dxy + 区 交 (X)qx / ] 入 二 (xX)qQxr 
T 了 开 
地 尖 方 COAK CODdxr 和 axK 二 9gJ(xOhk (xdxy 和 dxk 
IT 天 J 天 


=wOAG+71AGo 


CA(O+7) = 2 (COdxk 2 方 (COdxr +Zooooo | 
天 T 7 


加 PK (CO 方 (xdxKk 和 axr + 这 PK (xD9g7(X)GxXK 和 dxr 


天 , 天 ,7 


王 ICAO+OICANA77o 
(OA7)Ac= 也 方 (009g7 (COdxr “外 Zu (x)dxr 
瑟 5 这 天 


= >》 方 (00gyCOhk COdxy 入 dxy Adxr 


了 了 天 


志 [> 方 (x)dxr | 人 相 9gy(CxOhk (xdxy 入 ou 
=WOA(7Aa)o 
5. 窟 出 微分 形式 dxk^dyA^dz 在 下 列 变换 下 的 表达 式 : 
(1) 柱 面 坐标 变换 


X=rcosO，y=rsin0，Zz=zZ ， 
《2) 球面 坐标 变换 
X=TrsnpcosO，yY=rsnpsinO，Z7=rcosOD o 
解 〈1) 由 


Gd =cosglr -rspn 妇 bdy=SsnClr+rcos 妈 0dqz =dz， 
dx 和 dy 和 A 和 dz=rdr 和 dOA 人 dzo 


dx =Snmcosbdr+rcosDpcosbp -rsnpsnOO， 
dy =SsnpsnClr+rcospspn 如 pp+rsinpcos 妈 O0， 
dz = cosodr -rsin pado ， 


dd 和 必 =r snpdr 和 dp 和 db。 
6. 设 o = 》 aydx (Cj =12…n) 为 R" 上 的 1- 形 式 ， 证 明 
i=1 
OO 和 OO, 入 入 OO, = det(aj )dx| Adx, 入 … 入 dxo 
证 由 于 
Xi AXi = 一 Xi 和 AX 人 =12 XiAX=OG=L 2 7D， 


所 以 


证 


九 

1_ 2 

ON 入 WO 入 … 和 四 = >》 aiai addx， 和 dx， 入 … 入 dx， 
工 2 刀 盖世 > 疡 

并 


刀 
三 > (-D7ai 呈 …apdx 和 dx 入 入 dx 


1<i <P<…<i<mn 


刀 


= det(aj)dxi 和 dx 入 … 入 dx，， 
其 中 是 排列 反 ,… 冯 ) 的 逆序 数 。 


第 十 四 章 曲 续 积 分 、 曲 面积 分 导 场 论 
习 题 14.1 第 一 类 曲线 积分 与 第 一 类 曲面 积分 


1， 求 下 列 第 一 类 曲线 积分 : 
(GD) |ex+yds， 其 中 工 是 以 0o00.0), AL0), B(0D 为 顶点 的 三 角形 ; 


汪 | 殉 放 其 中 工 为 单位 圆周 阅 + 交 =1 

G) fx 上 ， 其 中 为 星 形 线 w2s+ ya -ae ; 

的 | | 剖 其 中 工 为 双 纽 线 (@+y2)2 =x2 一 y2 

(5) fce +yz+z2)ds， 工 为 螺旋 线 
和 

(6) | ozds 。 其 中 为 曲线 x=ey= 2 汪 ,z= 2 上 相应 于 + 从 0 


变 到 1 的 一 段 弧 ; 
(7) egy+ 和 +zods， 其 中 工 为 球面 关 + 关 +2 =ao 和 平面 


x+y+z=0 的 交 线 。 
解 (1) cr+ryas= e+ryas+ | x+ry)as+ er+ yas 


二 Txax+ 人 x+rOvzdax+rf yay=1+V2。 
27 | 。 
(2) jyle= sintlar =4。 
(3) 令 x=acossby=asinst， 则 ds =3aksintcostll， 于 是 


1 六 渤 上 流 4 
ses = 3a3 | sintcos: tdt =12a3 忆 sintcos2tdt = 4a3。 


工 


(4) 将 工 才 示 为 参数 方程 再 利用 对 称 性 ， 就 有 
y=wVcos20sinO 


由 X| ds =4|Vcos 20 cosOVJx “+y“dO = 4| cos6db 225 


工 


注 本 题 也 可 利用 工 的 极 坐标 方程 : = cos20 ， 得 到 
xlas =4 人 frcosevr +r'2d0 =4|“ cosgd6 =2v2 。 


工 


(5) ee 二 多 十 2Z2)ds 
开 
一 [az +b2t)Va2 +b2dt= 公 Gaz +4z2bD2)Va2+b2 。 
9 
(6) zas 并 2t+t2dt = 16V2 
1 3 :0 143 
(7) 因为 在 L 上 成 也 


风 + 和 2 区 = 了 [CA -(x 十 儿 十 Z2)]， 


所 以 
aQa? 3 
0 | = 一 0 o 


2. 求 顶 圆 周 X=Qacostiy=pbpsint,0<t<2 克 的 质量 ， 已 知 曲线 在 点 MGxy) 
处 的 线 密度 是 po(x,y) =|yle 


解 ”质量 m = | pas = 中 intNa2sin2t+ 忆 cos“ tdt 
开 


= 2p| sintyaz +(0 一 a2)cos2tdt 


2a a2< 一 


2D“ 十 arcsin , 当 a>PD 
Va2 一 Pb 4 O 
= 4a” ， 当 a=Pb 
详 /2 盛 
光洁 2 0 当 a<b 
芒 一 aq Q 


3. 求 下 列 曲面 的 面积 : 

()z= axy 包 含 在 圆柱 面 关 + 关 =a (aa>0 内 的 部 分 ; 

(2) 锥 面 x2 +y - 52 被 平面 x+y+z= 2a (a> 0) 所 截 的 部 分 ; 

(3) 球 面 科 +72+22=o 包 合 在 锥 面 z= Je2+ 六 内 的 部 分 ; 

(4) 圆柱 面 x: + y: = a: 航 两 平面 x+z=0x-z=0(x>0y>0 所 截 
部 分 ; 

(5) 抛 物 面 半 + 光 = 2az 包含 在 柱 面 (x +y) = 2a2xy (ao>0 内 的 
那 部 分 ; 

X=(b+acos 轴 cosm， 
(6) 环 面 Jy=(b+acosmsinp，0<g<2r,0<p<2r, 其 中 0<a<b。 


Z=asn 办 


解 〈1) 4A=||Wr+race +yY)dxdy 
也 
= aof rarzra -二 Qtra 条 


《2) 联 立 锥 面 年 平面 方程 ， 消 去 z， 得 到 
X 二 六 一 xy+2a(x+7)=2a-， 
这 是 所 截 的 部 分 在 浆 平 面 上 投影 区 域 的 边界 ， 筷 是 个 椭圆 。 记 
万 = {eoee 一 Xy+y2)+2a(x+y)< 2 } 5 


再 他 | 则 区 域 p 年 区 域 


D'= {www+2a +3v2 < 6o?} 
对 应 ， 时 于 是 所 截 部 分 的 面积 为 
4=| 人 Ja2+z2adxdy=|2axdy=|『4duav=8vVara?。 
() 这 者 分 球面 在 必 平 面 上 的 投影 区 域 为 D-| cpl x+ s 于 |， 
于 是 
A= 人 和 d - JW 


2 元 人 G 
= 上 人 


(4) 圆柱 面 方程 可 写成 y>= Va: -x2 ， 区 域 D={(z, -xs<z<sx0<sx<al， 
于 是 
4A=|| 1+y 二 ydzdx = 


Q 


dzdx = dx| 


dz = 2a“。 
过 


(5) 方程 (x+y2)2 =2a2zxy 可 化 为 极 坐标 方程 r: = azsin20 ， 于 是 


4A=2| 人 Ji+z2+z axdy= ?fj1+ 二 + dxdy 
也 也 Q 
-21zdbf Jaz+r2rdr -2az[zfGing+cosg -1]d6 
ay0 0 3 ”JJ0 


-5C0-3za?s 


46) 由 
Xh =-QSsin 办 cosV,yy = 一 QSsin gSsin p,Zy =QCOS 男 ， 
xp = 一 (b+acos 人 内 singpyo = 人 +acos 内 cosP,zp =0， 
可 得 
已 =a:;,G=(+acos 册 和 已 =0， 
所 以 


A= vvEG-F2?ayao = | ap[ ao+racosgag =4zr2ab。 
也 


4. 求 下 列 第 一 类 曲面 积分 : 
(D) |x+ry+zaas ， 其 中 8 是 左 半球 面 刀 + 关 +z2=a，y<0 1 


CO) [Te+y5as ， 其 中 2 是 区 域 KxwyzVx2+ 关 <z< 了 1 的 边界 ; 

G) [ Gy+yz+z0ds，2 是 锥 面 z= Ve + 被 柱 面 巡 +72 = 2ax 所 
截 部 分 

图 几 国 ， 其 中 2 是 圆柱 面 只 + 如 = 全 介 于 平面 ?~0 
与 z= 五 之 间 的 部 分 ; 

回避 和 污 |， 其 中 了 是 球面 巡 + + 22 -ae ; 

jie +2+zjas, 其 中 > 是 抛物 面 2z =2+ 产 介 于 平面 z=0 年 


z=8 之 间 的 部 分 
(7) zas ， 其 中 了 是 螺旋 面 x= ucosy y=usinvz=v0O<u<a， 


0<v<2z 的 一 部 分 
解 〈1) 由 对 称 性 ， 


es 由 9 一 X 一 Z td 


3 
一 oO 


(2) 设 2 :z=Jx+7,2:z=10x2+y<D， 则 
[es +y2)dS =||o +y2)dS + 站 +y2)dS 
了 21 2 


= (1+ J2)| do radr 二 天 
(3) |co+yz+ ZX)]dS = 中 pgy+Cx+yV +yY2]V2dxdy 


三 V2| :Csingcosb +cosO+sin 0)46[ ”radr 
2 


克 
= 4v2a“ | 2 coss 0d0 = 二 V2o4。 
人 


(4) 设 2 :x=Jaz-2:,2:x=-jaz-y(0<z<， 则 


1 1 1 
Ja 


1 a 
本 


dydz 


之 -2 六 adz 


| [7 
(5) 由 对 称 性 ， 有 [jeas -jjru-[ra， 过 


由 + 久 二 2 )ds = 吧 dS = 470 ， 


全 
dy = 2 元 0 一 


所 以 
2 13， ， 13  ， 
川村 -性 + 二 四- 旺 Jeas- 旦 m 
(6) 由 对 称 性 ， 有 [as =0， 由 yas= 了 [foe+y5as， 再 由 
[zs -5 了 Joe+yas， 得 到 
入 十 办 +Z1dSs =| OoC+y)VL+ 上 + 上 dxdy 
Jr-JleerPWERT 
=| dl VL+rmr2dr = 区 QH d(L+r) 
eof Jean 丰 | | 


_1564VL7+4 
15 
(7) 由 x' =cosvy =sinvz' =0,x' =-usinvy' =ucosvz' =1， 得 到 
下 =1G=1+ ,FE=0。 
于 是 
|zas =|wauauav=f vaoau 
已 也 


一 克 2[avV1+az +ln(a+\L+a?]。 
5， 设 球面 z 的 半径 为 R， 球 心 在 球面 鼠 + 交 +2 =o 上 。 问 当 R 何 值 
时 ， 王 在 球面 和 +2+22=a 内 部 的 面积 最 大 ? 并 求 该 最 大 面积 。 
解 不妨 设 z 的 球 心 在 (0.0,ao)， 于 是 在 球面 知 + 关 +2=a 内 部 的 曲 


面 方程 为 
Z=a- JR -(c+ 人 7)。 
将 此 方程 球面 方程 叫 + 六 +2= 联 立 ， 解 得 ;= 2 一 R 这样，? 
在 球面 吕 + 六 + 到 = 到 内 部 的 部 分 在 oxw 平面 上 的 投影 ; 
D-|eo X 十 六 7” 生 尺 一 &| 
4a 


从 而 面积 为 
=||JL+z 和 +z dxdy = dxd 
S(RI) j 1+Zx 十 Zy dxdy xdy 


-ef 


对 SCR) 求 导 ， 得 


rdr= 27rR (于 )。 


S'(R)= 工 (4aR -3R2) ， 
G 
人 SCR) =0， 得 到 R=- Sa。 由 于 s"GO=-2r<0， 所 以 当 R= Sa 时 ， 面 
积 最 大 ， 面 积 最 大 值 为 


S 


32 
max 一 D7 


xz 、\ 一 王 1 | 三; 
6. 求 和 密度 为 c(x, 站 =z 的 扫 物 面 壳 z = 区. +y2)0<z<1 的 质量 慎重 心 。 
解 质量 M = [fooey)qas = 了 [1o2 + Tedy 
2 
-ME 人 Ma -22 和 2 
7D J0 0 
设 重 心 坐标 为 ( 筷 冯 习 ， 由 对 称 性 X=0,7=0。 
|zece yas 二 zf +y” JIL+Xx +TY “dxdy 
2 2 
-和 Ttr = 工人 1+r2dr， 
4 
作 代 换 = VL+r: ， 得 到 


ee 二 | 20t2 -1D2tdt = 


3 
1 o 


66V3 一 4 4 
0 
于 是 

中 zeceyas 


一 


” 596 一 45V3 
M 749 
所 以 重心 为 (00. 526=45v3)。 
7. 求 均匀 球面 (半径 是 c， 窗 度 是 1) 对 不 在 该 球面 上 的 质点 (质量 
为 1) 的 引 万 。 
解 ” 设 球面 方程 为 +y +z2 =a2， 质 点 的 坐标 为 (0.0,D) (0<bpzq。 在 
球面 上 (xy 习 处 取 一 微 元 ， 面 积 为 ds ， 它 对 质点 的 引力 为 
GdS 
X2 十 久 二 (Z 一 间 


dF = 
由 对 称 性 ， 已 = 忆 =0， 


E=|| C(Z 一 中 ds。 
[xz +y2 +(z 一 ?]2 


X=QasinDcosO 
命 y=asinpsin0 ， 得 到 VEG-F2 = a2sinp， 于 是 
Z=QqacosO 


2 2 cj 
忆 -『 db[ G(acosD 一 b)a 0 
(ao 十 扩 一 2ab cosD)2 


在 上 述 积分 中 ， 再 邻 t 二 Ja +D2 一 2ab COSO ) 得 到 


六 0 ， D<a 
本 人 一 Q 十 [ 汪 3 
如 一 本 le- 人 2 四 医 47rGa 有 < 》 
六 
去 记 败 JI 。 \V[/ 47Ga” 
所 以 当 p<a 时 ， 引 力 F=(00,0) ; 当 b>a 时 ， 引 力 F=(00- 一 一 )。 


D 
8， 设 wxy 为 连续 画 数 ， 它 在 M(xu,yozm) 处 有 连续 的 二 阶 导数 。 记 
2 为 以 M 氮 为 中 心 ， 半 径 为 R 的 球面 ， 以 及 


TCR = 由 weyzas 。 


4TR 
(1) 证 明 : limT(CR) = U(xo,yo,zo) 
2 凤 2 
(着 全 全 全 基 生 来 当 二 0 时 光田 小 其 
2x 2 2z- (xo,yo,zo) 

工 (及 ) -uCxo ,yo，2Z0) 的 主要 部 分 。 
解 (1) 由 于 wx,ya 在 MOx,y,z) 处 连续 ， 所 以 ve>0， 30>0， 党 
VC-A TO +C-2 <5 时 ， 成 也 


uCx y， Z) 一 U(Xo， Jo,20) <2o 
于 是 当 R=VJCx=-x7+(-+(C-z<5 时 ， 


1 1 
二 二 由 代 yy,Z)]dS 一 U(xXo, yo,2Z0)| < 博 


所 以 成 记 


中 weey=uceoyyzolas 过 
忆 


limTCR) = uCxo,yo,zo)。 
X 一 X0 十 及 CE 

(2) 仿 jy=yo+R7， 则 
Z=Z0+R5 


工 (及 ) = 二 hum 十 及 ec, yo 十 及 11,zZ0 十 R5)ds ， 
7 六 
其 中 己 = tsj2+2+52= 示 利用 对 称 性 ， 有 
中 sas = 川 xas = 几 5dS =0， 
之 之 之 


中 szas = 川 76ds = 几 5sas =0， 
[82as = [rzas=jjs?as=ajle2+2+c94S -Sr。 
转 吾 


/ 工 / / / 
下 (= 元 中 名 + +9u']ds ， 
* 
1 加 工 2 1 2 
工 (RN) 过 元 由 Uxx 十 17 Uyy +5- Uz 2 十 20E71Uxy +TeEcux +71GUyz )jdas ， 
总 


以 R=0 代 人 ， 人 得 到 
了 (0)=0 
2 2 2 
TD = 工 ( 3 

发 4 2 (xo,yo,z0) 
由 Taylor 人 二 即 知 当 R 一 0 时 ， 无 穷 小 量 T(R)-ux,y 2 的 主要 部 
2 

分 为 RD 人 人 U 
6 DOx DOy” 2O7? 


O 〇 


二 


O 〇 


(xo,yo0， 人 


9. 设 为 上 半 燃 球面 当 + 疙 +z72=1〈(z>0)， 盖 为 2 在 点 P(x yz 处 
的 切 平 面 ， 本 上 平面 的 距离 ， 对 


二 


解 因为 酉 球面 蕊 + 妃 + -1 在 plx y 习 点 的 法 向 量 为 - (ok 2， 


所 以 切 平面 的 方程 为 
XX +yY7Y+272 =2) 


从 而 原点 到 = 的 距离 为 


2 


DO(x yy,Z)] = O 
X“ 十 多 十 47” 


x=V2sinpcosOb 


分 y=V2sinpsing ， 则 Vxz+yz+4z2 = \J2sin2op+4cos2p ， 由 


Z = COSO 


5 = V2 cospcosg， yp = V2 cospsinb， Zo = 一 Sinyp， 
xb =-V2SsinpsinO, yo = 2sinpcosb， Zg =0， 


得 到 
VEG-F“ = sin ps\/2sin2 D+4cos 0 ， 
由 此 得 到 
| 一 一 -as = [aefzcospsinpGsin? O+2cos op)do = 
> OCX ,7) 8 0 2 


注 “本 题 也 可 由 > : z- 方 吧 - 妈 -_y 投影 到 浆 平面 上 来 计算 得 到 


> DC(x 2) 
10， 设 2 是 单位 球面 关 +y+z =1。 证 明 
[Fox+zy+caas = 2z| fluvVaz +p2 +cz)du ， 


也 


其 中 ab,c 为 不 全 为 零 的 常数 ， fo 四 是 ju vaz+ 呈 +cz 上 的 一 元 连 
续 画 数 。 
证 ”将 xyz- 坐 标 系 保 持原 点 不 动 旋转 成 xywz 壮 坐标 系 ， 使 > 轴 上 的 单 


由 4 -了 [4 X yaxdy = 57。 
Dw 


位 向 量 为 -Co 由 于 旋转 变换 是 正 交 变换 ， 保 持 度量 不 


变 ， 所 以 球面 2 上 的 面积 元 ds 也 不 变 。 设 球面 2 上 一 点 (wz 的 新 坐 
标 为 (o, 风 z， 则 ax+by+cz=va2+b2+c2zz， 于 是 

|fox+m+cads =||fQwo++cz)dS。 

过 之 


下 面 计算 这 一 曲面 积分 。 今 球面 z 的 参数 方程 为 


X=SnDcosO，y=SnpsnO，2Z=cosO， 


VEG-F2 =sinyp， 


由 太 (ax+py+cz)das = [ae F(va- + 扩 +c2 cosp)sin podp 


世 


则 


所 以 


=2z| Fuyaz+ 忆 +c2)dau。 


11. 设 有 一 高 度 为 Ab 〈t 为 时 间 ) 的 雪 堆 在 溶化 过 程 中 ， 其 侧面 满足 
方程 〈 设 长 度 单位 为 cn， 时 间 单 位 为 D) 
2 
AD 


已 知 体积 减少 的 速率 与 侧面 积 成 正比 〈 比 例 系数 0.9)。 问 高 度 为 
130cm 的 雪 堆 全 部 融化 需 多 少时 间 ? 


解 雪 堆 的 体积 为 


O 〇 


hb) 
2 2 2 称 AI 
Yo- 几 lo-22 二 at-joejloo- 高 "j 托 -So 


雪 堆 的 侧面 积 为 
S(D = | Z2 十 Zaxady = | 2(D+16(x2 +y)dxdy 


hb 
证 13 
4] Or+l6mrr= 瑟 砍 (D。 
0 


-| 


由 外 得 到 no = - 芋 ， 注意 到 Po) =130(cm) ， 得 到 
起 10 10 
13 
hb =130 一 一 to 
多 10 


因为 当 雪 扒 全 部 融化 即 Mo =0 时 ， 有 + =1o0(0D ， 所 以 雪 堆 全 部 融化 需 


100 小 时 。 


习题 14.2 第 二 类 曲线 积分 与 第 二 类 曲面 积分 
求 下 列 第 二 类 曲线 积分 : 
(人 +)aroe-7)4， 其 中 工 是 以 


A(0), B(2.0, C(02.D, D(LD 为 顶点 的 正方 形 , 方向 为 逆 时 针 
天 | 同 - 

(2) 1-28)ax+(7-2x)dy， 其 中 工 是 抛物 线 的 一 段 : 
y=x2,-1<x<1， 方 向 由 (-10D 到 (GD ; 

G) 站 全 y 六 ， 其 中 工 是 圆周 内 + 如 =o ， 方 向 为 
逆 时 针 方 向 ; 

(4) yax-xay+(O2+ 太 )dz， 其 中 工 是 曲线 x= eo y =e ,zz = at 


0<t<1l， 方 向 由 (eeqg 到 (1D 
(5) |xax+ ydy+(x+y-Ddz ， 开 是 从 点 (上 1 到 点 (2,3,4) 的 直线 


段 ; 
(6) yax+zay+xdz， 为 曲线 | 多 若 从 z 轴 的 正 


X+Z=Q (da> 


向 看 去 ， 工 的 方向 为 赣 时 针 方 向 ; 
(7) 0=aDax+ 人 -DOday+C-dz， L 为 圆周 


| ， 若 从 x 轴 的 正 向 看 去 ， 这 个 国 周 的 


y=xtanw (0<w< 


EN 
解 : (1) ee +y)dax+(c 一 六 )dy 


-| [ff jpare-yg 


AB BC CD DA4 


兴 1 直 0 
| xdx+| (4-y)dy+1 cc+rDdax+| Gd-y)dy = 2。 


(2) ee -2xy)dx+( 六 一 2xy)dy = [roe -2x3)+(x4 一 2x3)2x]dx 


1 
= 全 (x“ 一 4x“)dx = 9 
15 


(3) | = y)dy 


乓 六 


王 [rcos t+sintb)(-sntb) 一 (cost 一 sntcostjdt =-2ro 
(4) T= yax-xay+Oe +y)dz = 『 Deex +e)acnaldt。 
工 
当 a=e2 时 ，T= [dr 2e4)dt = -+o9) 
当 a=e 时 ，T= | ed -30-e 
当 aze* 且 aze? 时 ， 


0 1-ae” 1-ae- 
T= -2+jnal [(ae2)5+(ae 下 dt = -2 上 + 十 na 
下 ) ] 攻 2 “ 


(5) 和 E art+ 2UL+2b0)+3d4+3t0)]at=13。 


《6) 由 曲线 积分 的 定义 ， 以 z=a-x 代 入 积分 ， 得 到 


人 xX)dx+(a 一 xX)dy ， 


其 中 志 , 为 工 在 尿 平 面 上 的 投 景 多 曲线 (椭圆 ) 2x2 + 呈 =-o2， 取 逆 时 针 
方 辐 。 


公 工 。 5 串 [ 
他 X= 天 acostiy=asintt:0 一 2 克 则 
V2 


| ydx + Zady + Xdz 


sin t) + (1 一 二 tcost]dt 


2 2 ，， 1 
=a | [(sint 、 
=-\V2zra2。 
(7) 由 曲线 积 4 分 的 定义 ， 以 了 = xtanc 代 人 积分 ， 得 到 


Jo- Z)dx+(Z--x)dy+(xX-y)dz=(L-tanw) Ju- Zdx ， 


其 中 为 了 在 六 平面 上 的 投 曲线 〈 椭 圆 ) z+xzseczw=1， 取 顺 时 
针 方 向 。 


全 x= coSswSint Z=costt:27 一 0) 则 
-aax+(Gz-aOdy+(x- 放 dz 
世 
=( 一 tan oj cosw(-sin2t-cos“tdt=2z(cosw-sinaw)o 
2. 证 明 不 等 式 


|Peey)ax+Qoe7)dol<MC， 


其 中 Cc 是 曲线 工 的 弧 长 ，M = max{VP2z(x+QzsnloesLi。 记 圆周 


好 +y=R 为 La， 利 用 以 上 不 等 式 估计 
ydx 一 xdy 


蔬 二 
人 


并 证 明 
dim 二 = 0 O 
证 “由 Schwarz 不 等 式 及 coszw+cos26=1， 可 得 


PCey)ax+Qcoe)dy 
工 


三 Le J 八 cosw+Q(x y)cos DB]ds 
开 


< few y)cosw+Q(xwy)cos Das 


< 人 PoD+Q2Oe 们 ||cos w+cos? Ze <M| as =MC 。 


dx 一 xd 人 
在 积分 已 一 | 二 和 了 中 ， 售 Px 旋 = 5 之 2 9 
人 十 Xy 十 y ) (x + xy+ 咏 ) 
QaoJ) = 一 一  ， ， 则 
( 妇 + 阔 + 轨 】 


X2 十 多 16 


P?(xy)+Q2(oy)= < 
和 0 


于 是 几 ll< 么 c= 驱 ， 所 以 

下 下 
3. 方向 依 纵 轴 的 负 方 向 ， 且 大 小 等 于 作用 点 的 横 坐 标的 平方 的 力 构 
成 一 个 力 场 。 求 质量 为 m 的 质点 治 抛物 线 岂 =1-x 从 点 (LO) 移 到 (0 
时 ， 场 力 所 作 的 功 。 


解 W= | 本 se 752 四 = 下。 


15 
4. 计算 下 列 第 二 类 曲面 积分 7 : 
(1) [0 其 中 忆 是 中 心 在 原点 ， 边 长 


为 2 的 世 方 体 -azEwee 的 表 ， 方向 取 人 外侧 ; 
(2 jaar， 其 中 2 是 椭 球 面 二 + + 二 _ -1 的 上 半 部 分 ， 方 向 取 上 


侧 ; 
(3) |zayaz+xdzdx+yaxdy， 其 中 2 是 柱 面 x+y =1 被 平面 z=0 和 z=4 


所 截 部 分 ， 方 向 取 外 侧 ; 
(4) [zxaydz+3dxady， 其 中 2 是 抛物 面 z=4- 关 -六 在 z>0 部 分 ， 方 向 


取 下 侧 ; 
( 5 ) ee 5 其 中 


矿 (x, y， 为 连 函数 ，2 是 平面 x-y+z=1 在 第 四 卦 限 部 分 ， 方 向 取 上 
侧 ; 


(6) [fdydz+ysdzdx+(2+5)dxdy ， 其 中 2 是 锥 面 z= Je + 六 
Cszs， -方向 取 下 全 

(7) | =dzdx ， 其 中 2 是 抛物 面 y= 阅 +22 年 平面 y>=1，y= 2 所 
。 方向 取 外 侧 。 

(8) [Row 7dax+rzddy， 其 中 2 为 本 球面 半 + 必 ， 方 向 


取 外 侧 ; 
(9) 中 eeydaz+ryzdzax+zeaxdy， 其 中 2 是 球面 (x-a2: +(y 一 世 ? 上 + 
(-co=R2， 方 向 取 外 侧 。 


解 〈1) 将 2 的 上 、 下 、 顽 、 右 、 前 、 后 六 个 面 分 别 记 为 Zi(i=12,3,45,6)。 
则 


| | (x+y)dydz = | | (x+y)dydz+ | | (x+y)dydz 
国人 < 
Jo 二 es 册 (y 二 本 二 由 (y+z)dzdx 
_ 1yazax+| =2h|| 本 8 ， 
| | ， 十 We | | (Z+ Re | | (z+x)dxdy 
_ [zaxay+|| =2hn|| es 8h ， 
六 
| | (x+y)dydz+(y+z)dzdx+(z+xdxdy= 24h2。 


(2) 设 曲面 z 的 单位 法 向 量 为 (cosw,cos 6,cos7， 由 dzdax = cos 6ds 与 


汉 
dxdy = CoSy daS ， 得 到 dzdx = CS dxdy = 人 o 由 于 2 的 方向 取 上 侧 ， 
COS7/ Z 


它 在 平面 的 投影 区 城 为 -| 


和 < 中 于 是 
2 


4 


2 2 
和 yzZdzdx = 外 y2dxdy = ‖ y2dxdy 
忆 己 也 


= apc 人 sin” 6db| rdr = 了 abc' 5 


43) 解法 一 
X= COSO 

取 曲 面 2 的 参数 表示 1y = sing ， D={(2,3)| 0<0O<2z,0<z<4， 岂 | 
2 三 Z 


EU = CoSO， 9 =SinO ， ee o 
0(O,7) 0(O,7) 0(O,7) 


由 于 z 的 万 向 取 外 侧 ， 于 是 


中 Zdydz + xdzdx+ ydqxdy = 中 Z CO 二 COSO CO +SsinO Ce doOdz 
六 LO,7) 0(O, 7) 0(O, 7) 


=| cosodb| zu +| singcosgdb| dz 三 和 
解法 二 
由 于 曲面 2 的 单位 法 向 量 为 ( 


= ,一 “ ,0)， 可 知 


|yaxay =o0。 


到 
将 柱 面 2 分 成 前 后 两 部 分 2,2, ， 其 中 2 :x= VJ1- 六 2:x=-JL- 关 ， 则 
[ziz=||zardzr||zaytz=||zadz-||zodz=0， 
了 区 2 了 Dyv 了 yx 


类 似 地 可 得 |xazax =0， 所 以 
忆 
| | Zdydz + xdzdx+ ydqxdy=0o 
忆 


(4) 设 曲面 2 的 单位 法 向 量 为 (cos w,cos bp,cos7]) ， 由 dydz = coswds 司 


dxdy = coSy daS ， 得 到 dydz = dxdy = 2xdxdy o 由 于 2 的 方向 取 下 侧 ， 
COS7 


它 在 浆 平 面 的 投影 区 域 为 D= {x 二 区 <1j， 于 是 


册 Zxdydz +3dxdy = 站 xz +3)dxdy = -| | 2x (4 一 六 一 y) 二 3| dxdy 
开 之 卫 


5 


二 -全 aef [2r: cos“ 0(4- 关 )+3]rdr = 了 0O-127 = 二 
0 0 3 5 3 


(5) 平面 2 的 方程 为 x-y+z=1， 方 向 取 上 侧 ， 由 此 可 知 dydz = dxdy ， 
dzdx = 一 dxdy ， 本 是 
|[re y,Z) 十 xjdydz 十 [2 三 (x, yz) 十 yjdzdx 十 [fx Z) 十 zlaxdy 


四 
-Jo 
(6) 由 对 称 性 ， “dydz = 0 ， es 0， 所 以 


‖ +5)dxdy = 起 (上 + 六 +5)dxdy 


DPw 


ES ee: 4 
= 厂 do (rz+5)rdr = 了 人 +1012) 。 


(7) 记 2:y=x+z<y<2)， 方 向 取 外 侧 ; 2 :y=1x2+z<D， 方 
疝 取 左 侧 ; 2,:y=2(02+z2<2)， 方 向 取 右 侧 。 则 


NE 
-dzdx =-| “db 六 erdr =-2z(ev 一 6) ， 
X 


-dzdx=-| dof edr=-2er， 


上 ae 而 
Joe wwe 
所 以 


dzdx = 2ev2(V2 -Dro 


ev 
Jo 
(8) 设 马 袜 分 别 表示 上 、 下 两 半 李 球面 ， 分 别 取 上 、 下 侧 。 则 


由 dxdy = 矿 ad+ 必 7 dxdy = | dxdy 
“ce 


-2 人 ao abrdr ”470D 


cCVI1-7 人 
由 对 称 性 ， 可 得 
1 47racC 
| | 人 | [= 


所 以 
IF dydz + 二 0 axdy =- 0 
了 


(9) 设 2,2, 分 别 表示 上 、 下 两 半球 面 ， 方 向 分 别 取 上 、 下 侧 。 则 
5 dxdy = U 9 “dxdy 


-人 0 dxdy 由 JR -Co 一 O- 区 dxdy 


Le (x-d) 一 (7 一 门 ?dxdy = 了 mcR?。 


同 理 可 得 


由 一 3mR? 0 三 了 mbR 


所 以 
站 ayaz +y“dzdx+z<dxdy = (Ga +Db+CR3。 
Z 


| 攻 


习题 14.3 Green 公式 、Gauss 公式 和 St okes 公式 


利用 Green 公式 计算 下 列 积 分 : 
(GD | e+ 六 ae2+y)ay ， 其 中 工 是 以 AD, BG32) CC25 为 顶 


点 的 三 角形 的 边界 ， 逆 时 针 方 向 ; 
(2) yax-xyay， 其 中 工 是 圆周 阅 +2 = ， 逆 时 针 方 向 ; 


(3) Teycosx+2xysinx-yzerja+te sinx-2yexjay， 其 中 工 是 星 形 
线 xa +ya =as (ao>0)， 逆 时 针 方 向 ; 
(4) Te 了 -cosyjax-(0-snyjay]， 其 中 工 是 曲线 y= sinx 上 从 (0.0) 


到 (z0 的 一 段 ; 
(5) 。 -(x+sinzyjay， 其 中 工 是 圆周 关 +y =2x 的 上 半 部 


， 方 向 从 点 (0.0 到 点 (2.0) ; 
Se 定 sin y 一 bx+ 妇 ax+ex COSy 一 axjay， 其中， 5 是 正常 数 ，L 为 


从 点 A4(2a0) 治 曲线 y= V2ax-x 到 点 0(00.0) 的 一 段 ; 
(7) [| 闻 - 生 : ， 其 中 工 是 以 点 40) 为 中 心 ，R 为 半径 的 圆周 


2 丈 “ 
1 4xX 十 y 


(R>1)， 逆 时 针 方 向 ; 


(8) 其 中 为 单位 圆周 + 关 =1， 道 时 
工 X 十 入 


针 方 向 ; 


本 ex[(xsiny- 人 其 中 工 是 包围 原点 


的 简 单 光 注 财 曲线 ， 逆 时 针 方 向 。 


解 〈1) | dx-(x +yY")dy = 中 -4x 一 2y)dxdy 


140 


O 〇 


-| dc 0 2 df ,Cx+J)d=- 


(2) 村 dx 一 xydy = 用 2Xy 一 2x)dxdy=-4| singcosgdb| rdr =0。 


(3) Je ycosx+2xysinx 一 ye xjax+(x2 SinX 一 2ye” jy 


=||oaxay =0。 
也 


(4) 设 L :y=0,x:0 一 工 ， 则 


[ee (=-cosyjdax-(y-siny)jdy|= 仆 ydxdy = 六 ea 三 书 瑟 生 ” 


L+II 5 
所 以 
| “|4-cosyjax-(y-sin yjay] 


1 [4- cosy) Jax- (y-sinyjdy]+2 三 


(5) 让 则 


Te -yj -(x+sin? yjoy 全 -Daxdy =0， 


所 以 
Te-yjax-krsnzyjip=[ -yjax (x+sin3 yjdy = 下 xdx=5。 
(6) 设 Li:y=0x:0->2a， 则 


[le Sin y 一 bx+y)jxrle COSyY 一 axjdy = 二 qdxdy = 了 了 q (D 一 al)， 


所 以 
| Siny 一 D(X 十 刀 |x 十 人 e: COSyY 一 axjay 


二 了 “(D -aq) Sin y 一 bx+ 尹 exe COSyY 一 axjay 


I1 


了 271 和 入、 2 
二 世人 O+bf XdaX 人 


(7) 设 POxy)= Q(xy) = 
4xX- 十 y 


OP 久 7 一 4x” 0Q 
By (4x2 十 了 本 
取 路 径 世 :4z2+ 妈 =1， 逆 时 针 方 向 ， 由 Green 公式 ， 
人 Xdy 一 0 Xdy 一 
4X 十 多 4X 十 多 


》 


1 
个 x= 了 cosby=sint， 得 到 


[2 四 | xdy 一 ydx 


并 1 
一 一 一 -| (二 cos“ t+ 二 sin2bDdt= 和 立 o 
1 4x 十 》 让 4x 十 y 0 也 2 


、 一 4 
(8) 设 Po =- 盖 ,ooxn)=- 一 2 ， 则 
人 y) X2 十 47 CQ y) X2 十 47y 》 


6P 4 汪 -8xy-x 6Q 
py (x+4y22 ex 
取 路 径 世 : 妆 +4 刀 =1， 逆 时 针 方 向 ， 由 Green 公式 ， 
aa 人 | 人 
X 十 4 入 X“ 十 4 六 


工 


全 
个 x=cos6y= 了 sint， 得 到 


(x 一 y)dax+(x+4y)dy (xX 一 y)dax+(x+4y)dy 2z 工 
| 立 2 二 ] 2 2 =| 丰 
X“ 十 47y X 十 4y 过 
e (xsin COS e”“(Xcosy+ ySsin 
(X y 了 一 中 G 订 = 人 二 yy 力 ， 则 


(9) 设 P(x, 站 )= 2 2 
X 十 久 XX 十 y 


6P [(x+y)x+ 因 一 x]cosy+( 必 + 注 一 2x)ysiny 6Q 
0y (上 YY 本 
取 路 径 过 : X2 二 = 六 即 x=rcosty=rsintt:0->2z， 由 Green 
e” [Cxsiny 一 ycCoOS y)dx+ (xcosy 二 ysSin y)dy] 
| X2 十 多 


》 


E “[(xsin y-- 人 
2 十 妨 


T- f [Cxsiny 一 ycCOs y)dx+(Xcosy+yYSsin y)dy] 王 ee EL 


L， X + 
倒 r 一 0， 即 得 到 
了 =27ro 
2， 利用 曲线 积分 求 下 列 曲 线 所 围 成 的 图 形 的 面积 
(1) ty=asinst ; 
(2) 搜 物 线 (x+J 人 2 =ax(a>0 与 x 轴 ; 
(3) 旋 轮 线 的 一 段 : ee elo27] 与 x 轴 。 


= a(1 -cost)， 


_ 工 30” 27 . ?> 2 -如 2 
解 〈1) 人 Sin tcos 人 o 


人 ff 
(2) 令 y=x， 则 x= 一 “ ,= -，t:0 一 +o。 于 是 
(+Db) (1L+D 
[ 1 
S=-| ydx=2a 丰 = 二 da 
几 人 攻 


(3) 5 = 了 ydx= 全 册 (2-tsint--2cosbdt=3zaq。 


到 先 还 明 曲线 积 分 与 路 径 无 关 再 计算 积分 值 : 
(GD) [站 -ydx-dy) 


(0,0) 


(2) | opCOw+gydy， 其 中 p0o0,4y) 为 连续 丁 数 ; 


(2 


(6,8) Xdx + ydy YA 当 
(3) 网 0) 避 3 9 治 不 通过 原点 的 路 径 。 


解 〈1) 设 P(x 放 =x- 记 Q0o 站 =-(Cx-y)， 
则 宁 =-1= 号 ， 所 以 曲线 积分 与 路 径 无 关 。 
取 积 分 路 径 为 L:y=xw x:0-~>1， 于 是 
[ec-yax- 呈 = 
(2) 设 Po)=p00,Q07)=W)， 
则 林 =0= 到， 所 以 曲线 积分 与 路 径 无 关 。 
取 积 分 路 径 为 工 : 折线 ABC， 其 中 A(02.0,BGD,CGL2)， 于 是 
jeoCOaxrwnty = oCOdx+ yndy=JigO-oOlaes 


(3) 设 P(xy)= ,Q(x y) = 


二 AIX 
则 宗 -= 赃 = 双 ， 所 以 曲线 积分 导 路 径 无 关 。 
人 
取 积 分 路 径 为 工 : 折线 ABC， 其 中 Ad0), B(6,.0),c(6.8)， 于 是 
人 Xdx + ydy -| our | ydy 
4 VX 十 久 0 /36+y 
4. 证 明 (C2xcosy+ycosxdx+(2ysinx-x2zsinydy 在 整个 xy 平面 上 是 其 个 
函数 的 全 微分 ， 并 找 出 这 样 一 个 原 函 数 。 


证 设 P(x 放 =2xcosy+yzcosx Q(wy)=2ysinx-xzsiny， 因 为 


人 
Oy OCXx 


所 以 (2xcosy+yz cosx)dx+(2ysinx- xzsin ydy 在 整个 xy 平面 上 是 某 个 本 
数 的 全 微分 

设 这 个 函数 为 U(X, y) ， 则 | 

uU(x, y) = | Cx cosy+ 久 cosx)dx+(2ysinx-x sin yjdy+C 


= 人 2xdx+| (Gysinx 一 安 sin y)day=x “cosy+ysinx+Co。 
5. 证 明 关 汪汪 在 除去 y 的 负 半 轴 及 原点 的 裂 颖 允 平 面 上 是 某 个 西数 


的 全 微分 ， 并 找 出 这 样 一 个 原 函 数 。 
证 设 P(x 妇 = 


因为 


> 


OP 2Xy 0Q 


0y 0 二 YY Br 
所 以 汪汪 > 生 在 除去 y 的 负 半 轴 及 原点 的 裂 颖 六 平面 上 是 某 个 画 数 的 
全 微分 。 
设 这 个 本 数 为 wx 六 ， 则 
人 


6. 设 Qogx, 在 浆 平面 上 且 有 连续 偏 导 数 , 曲线 积分 | 2xydx+Q(x ydy 司 
路 径 无 关 ， 并 且 对 任意 * 恒 有 
[29ax+Q0ocDt = 人 ,20dx+QCoy)dy， 
求 @(x)。 
解 ”因为 曲线 积分 | 2xydx+ Qoey)dy 年 路 径 无 关 ， 所 以 二 -2x， 两 边 
关于 x 积 分 ， 即 得 到 Q 刀 = 阅 +o0)， 其 中 待定 。 
由 条 件 | 20dx+Qoe)dy = 人 ,2xdx+Q0ey)dy， 可 得 


E InOC+y+C。 


[e+eo)ay = 站 Go0D)dy， 
两 边 对 * 求 导 ， 得 到 2r = 1+ O(b ， 印 OD(y) =2y 一 1 所 以 
Q(x =x+2y-1o 
7. 确定 常数 4， 使 得 右 半 平面 x>0 上 的 向 量 本 数 r(x 7) = 2xy(x4+y2)2 
-xx:+y337 为 某 二 元 卫 数 wx 太 的 梯度 ， 并 求 wx 尹 。 
解 ”由 题 意 0[2xyC + ) ] 6 CC + ) ] ， 即 
0y Cx 
2xX(X +yY) +T44xy (0 +) 全 =-2xX(0 TY 一 4 +Y 全 
化 简 后 ， 求 得 4= -1。 这 时 
人 
8， 设 一 力 场 为 下 = (3x“y+8xy ii+(xc +8x y+12ye7)7 ， 证 明 质 点 在 此 场 
内 移动 时 ， 场 力 所 作 的 功 与 路 径 无 关 。 
证 设 Plx 放 =3xy+8xy2,Q(x=x+8xzy+l2ye*， 因 为 
二 16xy 3 
COy OCx 
所 以 质点 在 此 场 内 移动 时 ， 场 力 所 作 的 功 生 路 径 无 天。 
9.， 利用 Gauss 公式 计算 下 列 曲面 积分 : 
(1) 中 xzdydz+yzdzdx+z2dxdy ，2 为 立方 体 0<xyz<sa 的 表面 ， 方 


二 他: 王 arctan 蕊 +C。 
X 


〈2) 


〈3) 


(4) 


(5) 


〈6) 


(7) 


〈8) 


解 〈1) 


向 取 外 侧 ; 
‖-y+aaydaz+(-z+xdzdax+(z-x+y)dxdy， 其 中 2 为 财 曲 


面 |x-y+zl+ly-z+xl+lz-x+yl=1l， 方向 取 外 侧 ; 
Te cosw+yz cosB+z2cosyjds ， 其 中 2 为 锥 面 z = 阅 + 吧 介 于 


平面 z=0 与 z=hnh>0 之 间 的 部 分 ， 方 向 取 下 侧 ; 
|xayaz+ yazdax +zaxdy， 其 中 2 为 上 半球 面 z= VR: 一 X 一 ， 


方向 取 上 侧 ; 
中 2(1- x?)dydz+8xydzdx -4zxdxdy ， 其 中 2 是 由 浆 平 面 上 的 曲线 


x=e"(0<y<q 绕 x 轴 旋转 而 成 的 旋转 面 ， 曲 面 的 法 向 量 与 x 
轴 的 正 向 的 夹 角 为 钝 角 ; 
12x+zardz+zaxdy， 其 中 2 是 曲面 z=x+y (0<z<1)， 曲 


面 的 法 向 量 导 和 轴 的 正 向 的 夹 角 为 锐角 ; 
人 ( 地 汉 首 ) 其 中 了 是 下 半 球 面 


(x 上 + 六 二 2 
z=-jaz-x -yz ， 方 向 取 上 侧 ; 
[| xdydz + ydzdx + Zdqxdy 其 中 ? 是 
(x2 上 +y2 十 Z2)3/2 0 
(GD 椭 球 面 刀 +272+3z =1， 方 向 取 外 侧 ; 
(GD 抛物 面 1- 二 = ee- 罗 -， 亿 9 Cz>O， 方 向 取 上 例 。 
设 @ 是 2 所 围 的 衬 间 区 域 ， 则 
册 xdydz +y“dzdx +Z2dxdy 


9 十 Z)dqxdydz = 6| dx| or| zz =3a“。 


U=X 一 yy 二 Z 


(2) 设 @ 是 2 所 围 的 空间 区 域 ， 作 变换 p:v=y-z+x， 则 


0O(u,v, WwW) 
0O(x, y,Z) 


w=Z 一 X+y 


=4， 且 变 换 p 将 CQ 变 为 .={fvww)| 加 +l+Iwls31， 记 @Q" 是 9 


在 第 一 象限 的 部 分 ， 则 
册 (X 一 y+Z)dydz+(y 一 2Z+XxX)dzdx+(Z 一 X+yY)dxdy 


用 edu -aaav- | 


(3) 补充 2 :z=hx+y <sP)， 方 向 取 上 侧 ， 设 是 2+2 所 围 的 衬 间 
区 域 ， 因 为 的 对 称 性 ， 上 | 几 9 二 川 ya =0。 由 Gauss 公式 ， 


Te coSC TY cosDT+Z- cosyjas = 略 zeryraaau 


二 +Z21 


0 = 坟 隐 do 人 rar zdz = 了 f， 


1( coOSQ TY cosBT+Z cosyjdS 


7 

-esery asptreaayja 
到 1 

> 2 =- 友 '。 


(4) 补充 2 :z=002+72<R)， 方 向 取 下 侧 ， 设 是 2+ 忆 所 围 的 至 
间 区 域 ， 由 Gauss 公式 ， 
| | xXdydz + ydzdx + Zdqxdy = 由 | | 3dxdydz = 27zR”， 


十 过 1 
于 是 
由 xdydz + ydzdx + zdxdy = 2 丰 ” 志 xdydz + ydzdx + zdxdy = 27RR 。 


(5) 由 题 意 ， 可 得 ve y +z2<a)， 方 向 取 后 侧 。 补 充 
2 :x=e"(02+z<a)， 方 向 取 前 侧 ， 设 @ 是 2+2 所 围 的 空间 区 域 ， 由 
Gauss 公开 ， 

| | 2(L 一 x“)dydz +8xydzdx - 4Zxdxdy = 由 | | 0dxdydz =0 ， 


乙 +Z1 
于 是 
12a- xX“)dydz +8xydzdx - 4Zxdxdy = -||24- ez jdydz =2zz(ez -TD。 
乙 


(6) 补充 2 :z=10x2+y <D， 方 向 取 下 侧 ， 设 @ 是 2+2 所 围 的 空间 
区 域 ， 由 Gauss 公式 ， 
[ex addz+rzady -ad 中 “db rdr| 几 =-3， 


忆 +Z1 
于 是 
je +Z)dqydz + Zadxdy = -5 有 呈 -到 。 


《7) 由 题 意 ， 


站 dxdy 
(十 轨 十 2 


补充 z :z=0(x2 +y2z<a2)， 方向 取 下 侧 ， 设 @ 是 2+2 所 围 的 衬 间 


7 


je +(a+Z) dxdyo 


区 域 ， 由 Gauss 公式 ， 
|oxayaz +(a+2) "dxdy = -|@a +2z)dxdydz 


也 +21 9 


3 
= 一 27a” -2z| za 一 2 )dz = -了 可 ， 


人 全 -3 1 = -ma 


从 而 
axdydz+(a+Z)“dxdy 1 ， 
用 2 2 5 王 友 
>  (xX 十 7 十 Z) 2 


(8) (iD 记 >=Jxz+y2+zz ， 设 原 积 分 为 1Payaz+Qdzdx+ Rdxdy， 则 | 
开 


O 〇 


6P 关 -3x”” 6Q 产 -3 6R 天 -37 
一 》 一 5 》 一 5 O 


GOx Fr 6y 7 6z 7 
设 Z={(xoy ze2+y72+22 =s2)}， 方 向 为 外 侧 ， 设 2 是 2+(-2) 所 围 的 空 
间 区 域 ， 由 Gauss 公 邢 ， 


| Payaz+raQdzax+Radxdy = | 


了 +(-2) 〇 


是 十 十 至 )adi =0o 
oOx Or 0 
Z 


X 
由 于 cosw = 一 ,COS = 过 ,cosy = 一 ， 
F 7 7 


r3 r3 


和 xdydz + ydzdx+Zzdxdy | | Xdydz + ydzdx + Zdxdy 
互 及 


二 三 | coSCdydz + cos dzdx +Ccos7ydxdy 
芝 


-让 icos oreos preos 0- 记 |fas-4r。 


X=ESinDCcosO 
注 对 上 面 的 积分 ， 也 可 取 2 的 参数 表示 为 y=E2EsinpsinO ， 


Z=ECOSO 


其 中 (gsD-=t0ospsr0o<g<2z， 则 


| 
2 弥 人 


r3 r3 


GD 设 >=-{y 相 人 人 2 二 <1z=0-{(o 包 + <e2z=0， 


方向 为 下 侧 , 闷 = {Ce 多 下 +y2+z72 =227>0) 方 向 为 下 侧 。 则 由 Gauss 
AN 


| | xdydz + ydzdx+Zzdxdy 0 
ee 


3 
2Z+HZ+2" 厂 


由 此 得 到 


| | xdydz + ydzdx+Zdxdy | | xdydz+ ydzdx + Zdxdy 
5 = 
了 mr 


3 
厂 


扯 一 coSCdydz +cos Pdzdqx+ cosydxdy 
二 省 


- 误 |Cos creos preow 7q -去 Ju-2r。 


2 


X=ESsinDCcosO 
注 “ 对 上 面 的 积分 ， 也 可 取 2" 的 参数 表示 为 ,4y= esinpsing ， 


Z=ECOSO 


其 中 (wb)sD"=t0<sp<7,0<b<2z， 则 


[ Xdydz 十 十 Zdxdy [| xdydz 0 Zdxdy 下 [| 0 
10. 利用 Gauss 公式 证 明 阿 基 米 德 原理 : 将 物体 全 部 寝 没 在 液体 中 

时 ， 物 体 所 受 的 祁 力 等 于 年 物体 同体 积 的 液体 的 重量 ， 而 方向 

是 垂直 向 上 的 。 
证 ”以 液 面 为 浆 平 面 ， 垂 直 向 上 的 轴 为 z 轴 ， 在 物体 表面 上 点 (xy 习 
处 任 取 一 微 元 ， 其 面积 为 ds ， 设 nm 为 物体 表面 上 点 (x% yz 处 的 单位 

《外 ) 法 同 量 ，2 为 液体 密度 。 则 这 小 块 面积 所 受 的 压力 大 小 为 
dEF = DZzdS ， 
它 在 三 个 方向 的 分 力 分 别 为 
dFx = OZ cosnX)d9, qdFy = AZ cosn y)d9,dqF, = OZcosn,Z)d9 ， 
于 是 由 Gauss 公开 ， 
玉 ， 三 O||zcoso, ds =0, 书 = 站 ||zcoso,y)ds =0， 


厂 ， = 由 zcosa,z)as =o||axayaz = DOV ， 
这 融 是 所 要 证 明 的 。 
11， 设 某 种 流体 的 速度 场 为 v= ozi+ x+xyk， 求 单位 时 间 内 流体 
(1) 流 过 圆柱 : + 几 <o，0<z<hn 的 侧面 〈 方 向 取 外 侧 ) 的 流 
量 ; 
《2) 流 过 该 圆柱 的 全 表面 〈 方 向 取 外 侧 ) 的 六 量 。 
解 (1) 设 2:z=0(02+7<a)， 方 向 取 下 侧 ，2:z=hnGo2+y<a， 
方向 取 上 侧 ，D 是 2,2 在 浆 平 面 上 的 投影 区 域 。 由 于 
站 vas =-|| saxdy=0， 站 vas =||xyaxdy =0， 


由 Gauss 公式 ， 
站 vas = 川 oaxayaz =0 ， 
Q 


之 十 2 十 Z> 


所 以 流量 
站 was =o。 
(2) 由 (1 可 知 ， 流 过 该 圆柱 的 全 表面 的 流量 ||vas = 0。 


12， 利用 Stokes 公式 计算 下 列 曲线 积分 : 
(1) yax+zay+xaz， 其 中 工 是 球面 + 交 +z =a 与 平面 x+y+z=0 


的 交 线 〈 它 是 圆周 )， 从 x 轴 的 正 向 看 去 ， 此 圆周 的 方向 是 逆 
时 针 方 向 ; 
(2) azax+5xdy-2ydz， 其 中 工 是 圆柱 面 关 +y =1 征 平面 z= y+3 的 


交 线 〈 它 是 椭圆 )， 从 z 轴 的 正 向 看 去 ， 是 逆 时 针 方 向 ; 
(3) #=-zdx+(z-ady+(x-y)dz， 其 中 工 为 圆柱 面 袜 +y: = aa 和平 


面 了 + 二 =1 (ao> 0h>0 的 交 线 〈 它 是 椭圆 )， 从 x 轴 的 正 向 看 去 ， 
是 逆 时 针 方 向 ; 

(4) or -z2?)dx+(z2-x2)dy+(x -ydz ,其 中 是 用 平面 x+y+z= 
截 立 方 体 0<xywz<1 的 表面 所 得 的 截 痕 ， 从 x 轴 的 正 向 看 去 ， 
是 逆 时 针 方向 

(5) ee -yY2Z)dx+( 六 一 xz)dy+(Z 一 xy)dz ， 其 中 工 是 沦 着 螺 线 


X=acos，y=asinw,Zz= 了 从 氮 A(a00) 至 点 B(a0 由 的 路 径 
克 


(6) or -2 )dax+(22 一 X)dy+(3x 一 久 )dz， 其 中 EL 是 平面 x+y+z=2 


慎 柱 面 |x1+lyFI1 的 交 线 ， 从 z 轴 的 正 同 看 去 ， 是 逆 时 针 方 向 。 
解 〈(1) 设 2 是 工 所 围 的 平面 x+y+z=0 的 部 分 ， 方 向 由 右手 法 则 确定 
〈 即 取 上 侧 )。 由 Stokes 公式 ， 
dydz dzdx dxdy 


yax+zzy+x 呈 =| 二 六 二 =-||wraz+ dzdax+dxdy 
工 癌 2 
y Z X 


二 -v3||as 三 -V3zmaz O 


《2) 设 2 是 工 所 围 的 平面 z=y+3 的 部 分 ， 方 向 由 右手 法 则 确定 〈 即 
取 上 侧 )， 则 ?是 一 个 长 半 轴 为 V2 、 短 半 轴 为 1 的 椭圆 。 由 Stokes 公 
式 ， 


dydz dzdx dxdy 


| > 
3Z 5X 一 2y 


旺 | | 2dydz +3dzdx +5dxdy 
归 


Jo- 于 + 训 = 2r。 


(3) 设 是 工 所 围 的 平面 -+ 二 =1 的 部 分 ， 方向 由 右手 法 则 确定 《〈 即 


取 上 侧 )。 由 Stokes 公式 ， 
Jo 一 Z)dx+(Z 一 X)dy+(X 一 y)dz = -2|eyaz +dzdx+dxdy 
扫 


人 Re 二 5=-2m(a+ 用 。 


(4) 设 是 工 | 人 了 的 部 分 , 方向 由 右手 法 则 确定 〈 即 
取 上 侧 )， 则 = 是 一 个 边 长 为 二 的 正 关 过 用 由 Stokes 公式 ， 
站 办 -220)dx+(2 一 Xday+(c 一 六 )dz 


2 (y+Z)dydz+(Z+X)dzdx+(xX+y)dxdy 


-era 


X 二 Q 
(5) 设 L :4y=0 (0 人 > 腾 ， 由 Stokes 公 式 ， 
Zz=t 


ee -yzZ)dax+( 罗 一 xz)dy+(2 一 xy)dz = 0 ， 


工 +( 一 石 ) 


于 是 
ee 一 yzZ)dx+( 六 一 xz)dy+(2 一 xy)dz = | za 营 hm。 
(6) 设 z 是 工 所 围 的 平面 x+y+z=2 的 部 分 , 方向 由 右手 法 则 确定 ( 即 
取 上 侧 )。 设 > 在 忌 平面 的 投影 区 域 为 p -foej| 四 + 国 <1， 则 
站 xxoy 一 17yaxey =0。 由 Stokes 公式 ， 


Duw Duw 


or -2Z2)dx+(2z72 一 x)day+(3x 一 y2)dz 
工 


= -2 +2Z)dydz+(Z+3x)dzdx+(X+y)dxdy 
站 


- -万 [ax+2y+3a9d =- 万 [fw-y+r9d 
了 也 


=-2||(x-y+6)dxdy =-24。 


Duw 


13: 设 1O 是 R 上 人 恒 为 正 值 的 连 车 续 画 数 ， 工 是 逆 时 针 方 向 的 圆周 
Cox-qo+0-o=li。 证 明 


|Yow- Te 之 2 六 o 


证 设 D={y| (x-o:+0-ao2:s1。 由 Green 公式 ， 


oh [0 人 人 二 dxdy 


六 之 人 2 克 ) 


人 

其 中 第 二 个 等 式 利用 了 区 域 的 对 称 件 。 
14.， 设 D 为 两 条 直线 y=x，y=4x 和 两 条 双 曲 线 wy =1，x 交 =4 所 围 成 
的 区 域 ， Fo 是 具有 连续 导数 的 一 元 范 数 ， 记 fo = F'( 。 证 明 

[4 一 一 ay = m2| 太 (u)du ， 
其 中 ap 的 方向 为 ; 递 时 针 广 向 。 

证 : 由 Green 公式 ， 得 站 党 =|| fxy)dxdy。 作 变换 uv = Miv=， 
则 此 变换 将 区 域 D 变 为 D, ={wyviisu<s41<sv< 省 ,变换 的 Jacobi 行列 


起 为， 本 是 
ouv) 2v 


j 三 (xy)dxdy = [2 ad 二 『 food| 元 = 上 2 三 (udu ， 
所 以 


[学 必 =m2 Fu)du。 


15. 证 明 : 知 2 为 封 末 曲面 ，1 为 一 固定 向 量 ， 则 
站 coso 1)dos = 0， 


其 中 m 为 曲面 2 的 单位 外 法 向 量 。 
证 记 / = (aqa,D,c)， 1 一 人 cos D, cos7) ， 则 


条 册 
于 是 由 Gauss 公式 ， 得 到 


Je 阁 Uow+oaarread- 0o。 


16. 设 区 域 Q 由 4 分 睛 光滑 封 朵 曲面 2 氛围 成 。 证 明 : 
改 0 -es /ds ， 


Cos(n,1 丰 = 0 


其 中 m 为 曲面 2 的 单位 外 法 向 量 , rn= (xy，r=Vx2z+yz+zzo 


证 由 cos(r, 门 RN 可 知 
7 


由 coSs(r,m)ds = [oo + ydzdx + Zdqxdqy)o 
己 二 


的 轩 于 2 到- 二 过 
司 ，w r3 ozrr) mm 
由 Gauss 公式 ， 得 到 

sea- 几 aae。 
17.， 设 本 数 P(x, 交 了 ooey 习 和 Re y 习 在 Ra 上 具有 连 本 续 合 


于 任意 光滑 曲面 2， 成 立 
| Paydz+Qdzdax+ Rdxdy=0。 


因为 


证 明 : 在 R* 上 ， aP ,2Q ,BR 0。 
oOx 0Oy 0z 


证 ”用 反 证 法 。 若 存在 点 MuCx,yz)， 使 得 元 + 4 


导数 。 且 对 


上 0， 则 不 妨 


设 | 2 十 3 2 >0o 由 于 函数 P(x y Qoy nm 和 Rxwy 裤 在 Rz 上 有 具 


OX 0Oy 0z 


有 和 连续 俩 导数 ， 即 区 + 5 + 0z 连续 ， 所 以 存在 me>0， 使 得 当 


CoyDDsQ={keyalx-xo2+0-yo2+(Gz-zo2sr?| 


时 成 立 守 6Q 6OR 


负 一 + 一 上 +- >C>0o。 
0Oy 07z 


稚 。 由 Gauss 公式 ， 
OP 2Q 


| Pdydz+Qdzdx+Rdxady = | | | 川 时 二 二 十 到 aau 


> 几 coow -5 C>0， 

这 丈 司 题 设 矛 盾 。 
18， 设 工 是 平面 xcosw +ycosp+zcosy-p=0 上 的 简单 朵 曲线 ， 它 所 包 

围 的 区 域 p 的 面积 为 S ， 其 中 (cosw,cos bp,cosy) 是 平面 取 定 方向 上 

的 单位 向 量 。 证 明 

dx dy dz 
Q -二 [cosc CoSL cosy7y|， 
2 


X y Z 
其 中 工 的 定向 年 平面 的 定向 符合 右手 定 则 。 
证 ”由 Stokes 公式 ， 


dx dy dz 
Teosz COSD cosy 


X y Z 


= |(zcosp -ycos7)dx+(xcosy 一 zcosa)dy+(ycosw 一 xcosD)dz 


COS C CoS LO COS7 
引 二 ds 
全 Ox 0y 0z 


zcosD -ycosy xcosy -zcosw ycosw 一 xcos1 
=2|| cos zc+cos: 6+cos:7)ds =2||as = 25 ， 
也 也 
所 以 
dx dy dz 


Q = 了 cosc coS cos 才 。 


X y Z 


习题 14.4 微分 形式 的 外 微分 


1. 计算 下 列 微分 形式 的 外 微分 : 
(1 1- 形 式 w@=2xydx+xzdy ; 
(2) 1- 形 式 wo = cos ydx-sin xdy ， 
(3) 2- 形 式 w=6zdaxkAdy -xydxA 和 dz。 
解 (1) do=2ydxAdx+2xdy 和 人 dx+2xdx 和 dy =0。 
(2) do= -sin ydy 入 必 -cosxdx 和 dy=(Siny 一 cosxX)dx 和 dyo 
(3) do=6dz 和 和 和 dy-xdy 和 和 dz=(x+6)dx 和 dy 和 dz。 
2. 设 o=a)dx +aw(0o)dx+…+a(x)dax 是 R" 上 的 1 形式 ， 求 do。 
解 do = y ao)ax 和 dxi =0 
i=1 
3. 设 o= ai(X,，X3)dx， 和 Gdx3 + aq (Xi X3)dxa 入 dxi 二 aa(XiX， )dxi 入 du, 是 Rz 上 的 
2- 形 式 ， 求 do。 
解 设 0 = qi (X,X3)dx， 和 dxa ， 由 于 


dx 和 dx， 入 dx =0, dxa 入 dx， 入 dx =0， 


则 有 
06a) 0a) 
dmwi = 一 一 dx 和 dx， 和 dx + 一 一 dx 入 dx 和 dx =0o。 
Ox:， Ox3 
类 似 地 ， 设 0 = aq)(Xi,X3)dxa 和 人 dxi， 0 = a3(Xl,Xo )dxi 和 人 dx， ) 则 
dmw, = dmw3 = 0， 
从 而 


do = dmwl +dmw, +dowa =0o。 
4. 在 Ri 上 在 一 个 开 区 域 o = (ob x(cd)x(e, 站 上 定义 了 具有 连续 导数 
的 函数 了 ，wo，a(Oo)， 试 求 形 如 
OO=b(y)dx+pb,(zZ)dy +pb(x)dz 
的 1- 形式 wo， 使 得 
dowO=ai(Z)day 入 dz +a(dz 和 dx+as(y)dax 和 dy oo 
解 由 题 意 ， 可 得 
Di(y) = -as(y), pz(2) = 一 ai(2), bp3(xX) = 一 Qz(X)， 
所 以 
oO=-(|aa(0)dy)dax -( ai(z)dz)dy -( az(COdodz。 
5. 设 o= y adx 入 dxi (5 =-ai， 三 7 =12.…n) 是 R?" 上 的 2- 形 式 ， 证 


ij=1 
明 


nn |0a， 60a， 
dD 工 》， 人 0 dxi 入) Adxko 
3 -1 GX/ Ox， Ox ， 


下 了 


证 ”因为 


刀 刀 刀 
0O=》awduaAdxi=》ankdxiA 人 du = >》andxk 和 dxi ， 


ij=1 KK=1 ,ji=1 


所 以 


Gai 


axi 入 di 和 dx 
ij K=L CXi 


主 > Co ax， 和 dx 和 人 dxi ， 


ijK=1 Ox 
由 于 


dk 和 Adxi 入 di = 人 ij 入 dkAdxi =dxi 入 必 ) 和 cdxi 


从 而 


刀 0Oa ， Oa ， 2 
证 2 和 qdxi 人 dxj 和 dxko 
3 -1 Gx/ Ox， Ox ， 


1 可 


习题 14.5 场 论 初步 


1. 设 a=3i+20j-15k ， 对 下 列 数量 场 foxyz ， 分 别 计算 grad f 和 
div(fo) . 


(1 Foxoyz=(x2+y2+z 
(2) Foya=x2+y72+z2 
(3) Fwyz=In0x2z+y+z2)。 
解 (1) grad f 二 
div(jo) = -(x 二 十 二 20y 一 15z)o。 
(2) gradf =2C0i+ 妇 +z)， 
div( jao) = 2(3x+20y=-15z7) 。 
(3) gradf =2(x2+y+z2)Oi+ 节 +)， 
div(1 =2(x + 因 +2) 一 (3x+20y 一 157) 。 
忆 : 求 癌 量 场 a = x+ ji+zsk 穿 过 球面 x 十 妨 十 2 =1 在 第 一 卦 限 部 分 
的 通 量 ， 其 中 球面 在 这 一 部 分 的 定向 为 上 侧 。 
解 设 2:x2 +y 久 +2 =1(x>0y>0z>0)， 方向 取 上 侧 ， 则 所 求 通 量 为 
站 zaydz+yzadzax+ Z2dxdy ， 


由 于 人 二 ee _y2)dxdy = 三- rdr = 过 ， 
同 理 可 得 由 = ee = 4 
所 以 站 eayaz +y“dzdx +Zz2dxdy = az。 

吾 


3. 设 r=xi+ 帮 +，r=rl， 求 : 
(1) 满足 div[FOD)m=0 的 函数 fn) ; 
(2) 满足 div[grad fm]=0 的 函数 fom)。 
解 (1) 经 计算 得 到 


人 Dr+FOD 


这 ro 


一 - - fnD+P 四 生 


所 以 
div[ Fr]=3FmD+r (ro 


1 


由 div[f(mr=0， 得 3fm+rD=0， 解 此 微分 方程 ， 得 到 
人 
三 (7 5 》 


其 中 为 任意 靖 数 。 


(C) 由 呈 富 -和 FO， ee 
Gx 人 
O |x 
2 ro- 一 
9 Jr 二 光 玉 
。 中安 fr 
OO1z ， _ 一 z 
2(27oj- 
所 以 


div[grad 矿 ( 门 ] -了 广 ( 站 + 请 (ro 
由 div[grad f(]=0， 得 2fm+rr=0， 解 此 微分 方程 ， 


= 二 +c， 


故 


得 到 


其 中 cc 为 任意 各 数 。 
交 计算 


snd|* .十 5 ， | 


其 中 c 是 常 矢 量 ，r = xi+ 丰 +， 且 c.r>0。 


解 设 C= (ci,cCc3) ， ucr+3ntc， 则 


OU cl 6u cc 0u C3 


-一 =Ci 十 , -一 =C， 十 , -一 = cy + 一- 一， 
Ox 2(cC.r) oOy 2(C.r) 0z 2(c .站 
所 以 


1 <C 


srad| .了 +7ime 可 =C 十 一 


O 
2C.F 


避 计算 向 量 场 o= gadlarcan 芝 | 治 下 列 定向 曲线 的 环 量 


(1) 圆周 (x-2+(0-22=1z=0， 从 z 轴 正 向 看 去 为 逆 时 针 方向 ; 


(2) 圆周 阅 + 史 =4z=1， 从 z 轴 正 向 看 去 为 顺 时 针 方 向 。 
解 经 计算 ， 可 得 
da = gdl act | == 2 (一 X,0) ， 


了 天 
rot da = 和 2 =0， 
Ox Oy 0z 


六 二 
它 在 除去 z 轴 的 空间 上 是 无 旋 场 。 

(D 设 5={eya cx-22+0-22=12z=0}， 从 z 轴 正 向 看 去 为 逆 时 针 
方向 ; Z={(ey 相 wx-22+0-22<1z=0， 方 向 取 上 侧 。 由 于 z 轴 不 
穿 过 曲面 2， 根 据 Stokes 公式 ， 

ads=j|lrota'ds =0。 


(2) 令 x=2cosby=2singz=0， 则 
[aa=[ 轨 -=-- 人 49=-2r。 


2 


1 二 多 
6.， 计算 向 量 场 "= xyzli+j+hi 在 点 M(L32) 处 的 旋 度 ， 以 及 在 这 点 沦 
方向 n=i+2j+2Kk 的 环 量 面 密度 。 


解 由 
j kk 
rotr 二 =X(Z--y)i+y(x-2Z)j+zy--X)k ， 
6x 0 0 
XYZ  XYyZ  XyYZ 
可 得 


rotr(M) =-/ -3/ +4K。 
向 量 场 r = xyz(i+ 六 有 提 在 点 M(L3.2) 治 方向 mn 的 环 量 面 密度 为 
mm 工 


. 工 四 _ 工 
和 两 3? 


7. 设 o= ai+ayj+ak 问 量 场 ，fooy 习 为 数量 场 ， 证 明 :《〈 假 设 丁 效 
.oa 和 /具有 必要 的 连续 全 导数 ) 
(1) divaot =0 
(2) rot (grad 让 =0 ; 
(3) grad(diva) -rot(rot a) = Aa 。 


\ 0 B 
证 〈1) oa-| 记 本 由 | 0) 各 je。 


67 6Gx cx 0y 
设 o 必 aa 二 阶 偏 导数 连续 ， 则 


0|16a， ,1 6f6a，6a 61f16a，6a， 
divGrot a) = 一 十 到 笠 一 -0。 
cx\ Ooy 0z 0Oy\67 6Cx OZ\ 0x 0y 


ii 了 KK 
(2) 这 本 
ox 0y 0z 
af 引 f 上 
oOx 0 07 
(3) 由 
grad(diva) = 多 十 0 + cdiva 天 


Oy 0z 
62a，6"a，6za 1 (16za，6"a， 6?a 1. 
一 3 十 一 让 十 二 站 一 | 
6Cx xpoy ”6x0z Oxoy 6y 0Oy0z 


62a， 6"a， 6za 
十 二 十 + 一 一 大， 
6Oxoz 6yoz 0 


以 及 
6a， 0a, 1，f6a， 6a 1，16a， 6a， 
rota = 工 十 了 +| 一 一 一 一 一 ， 
0y 0z 67  Gx Ox 0y 
0a，62a， 62a， 62a， |， 
rot(rot q) 三 一 十 一 
xboy 6” 6 px6z 
62a， 0"a，60a，6a 1 162a， 6 6 00， 
平 滨 笠 4 4 效 2 K ， 
orbrz 6 6 6xoy xboz 6 0 06z 
得 到 


grad(diva) -rot(rot aq) = Aavi+Aa,J+AaKk=Aao 


8. 位 于 原点 的 点 电荷 4 产生 的 静电 场 的 电场 强度 为 
E= 二 4 Ci+ 攻 +z， 其 中 re+ 克 + 全 ， 为 真空 介 电 常数 。 
EC 


TFE0F 
求 rotE。 
Of zZ Ofy 3yZ 37yZ 
儿 0y\F -过 Fr 
Of X Of(7Z71 3zx 3zx 
6z 请 -站 直到 0 
O -总 二 =- 吾 3 _0 
6x\ 广 上 6 六 


所 以 
rot 卫 =0，(x,y,Z) 基 0。 


9. 设 a 为 彰 疝 量 ，r =xi+ 攻 + 允 ， 验 证 : 
(1 V:(axrm=0 ; 
(2) Vx(axrm=2a ; 
(3) V.(r:maO=2r:ao 


人 
: 6x 0 0 
证 〈1) VY:(axm=la， aa， 
X yy 2z 
(az 一 azy) 6(a,x-a'.7) 0(axy 一 Qyo 三 
Ox 0y 0z 
了 大 
(2) Vx(axr)= 9 9 疙 
OCx 6y OZ 
QZ 一 QQX-QZ ay 一 QX 
=2(aji+a'j+aK) =2ao 
2 6(ay 2 
人 0 


Ox 0y 0z 
10. 求全 微分 (x -2yz)dx+(* -2xzjdy+(z2 -2xdz 的 原 函 数 。 
解 记 a=( 习 -2yz)i+(02 -2x)j+(z2 -2xy)k， 由 于 
@ @ 

ca，_ :7 芭 RE 人 7 _ Ca ， 

0y 0z 0z Ox  Gx 0Oy 
所 以 向 量 场 e=(x -2yoJi+( -2xJji+(z2 -2xJK 是 一 个 无 旋 场 , 其 原画 
米 记 、 
数 为 


U(x yz) = | -2yz)dx+( 多 一 2xz)day+(Z 一 2xy)daz+C 
= 站 eax+| yoy+| 一 2xy)dz = 5 + 罗 +Z) 一 2xyzZ+TCo 
11. 证 明 向 量 场 a= 人》”i+ yj) (x>0 是 有 势 场 并 求 势 本 数 。 
X2+y”  X2 二 多 
证 当 x>0 时 ， 
| 
DOy\X 二 人 (x+y22 ex x+ 关 太 
所 以 向 量 场 e 是 有 势 场 ， 其 势 本 数 为 


Coy) (X 一 y)dqax 二 (x+y)d 
Ye 用 =-U06 用 = 人 全 
7 工 
1 x 2 
12. 证 明 向 量 场 a= (2X+yY+Z)YZ2i+(X+2y+Z)Z1 +(X+Y 二 2Z7)XYK 是 有 势 场 ， 


十 


In(x +y)+C。 


『 3 dy+C= 一 arctan 


0 X“ 十 y 


并 求 出 它 的 势 酚 数 。 
证 设 a= aji+aj+aK， 则 | 


0Oa 
Ca = X2 十 2X(y 十 四 = 一 上 ， ， = 多 +2yY(x+2)= 
07 0 Gx 


a 
2 ) 
Ox By 


所 以 向 量 场 。 是 有 势 场 。 设 原 范 数 为 QU=U(xy3， 则 
dU =(2X+yY+Z)yzdx+(xX+2y7+Z)Zxdy+(X+y 十 27)Xydz 


=[yzdx“ +x-*(zdy +ydz)]+[y"(zdx+xdz)+Zzxdy ] 
+[zZ- (ydqx+xdy)+xydz] 
=d(x yzZ)+d(y ZJ)+d(xy2 ) = qd[xyz(x+y+2]， 
所 以 势 画 数 为 
VCo 凡 2-U( 包 2 一 XZ(X+TY 二 ZTCo 
13. 验 证 : 
(D u=y-3xzy 为 平面 R* 上 的 调和 画 数 ; 
(2) “=mye-o +0-o 为 R (ob 上 的 调和 函数 ， 


(G3) uv- 为 Ra\f(o00} 上 的 调和 本 数 。 
解 〈1) 因为 
6u 6u 5 0 各 0 
-一 =--0xy, 一 =23 了 = 一 0 =6 
BGx X%y， py y X 2 Dx2 .， py y ， 
所 以 
62U 6 
十 一 ) 
6x 0 
即 x= 妆 -3x2y 为 平面 R2 上 的 调和 函数 。 
(2) 因为 
OU 三 X 一 Q OU 三 YY 一 
px (x-a2+0-D ooy (xx-a2+0 一 中 2 
6u _ (y 一 扩 ” 一 (x 一 a? 6u _ (x--a) 一 (y 一 虽 ” 
6x” [(x-a2+(-D 了 py” [Ca2+O 一 划 ? 了 ” 
所 以 
02 6 
证 一 “)， 
6x” py 


即 v=myx-o+-g 为 R (ob 上 的 调和 丁 数 。 


(3) 记 r= yz+ 吧 +22 ， 则 


OU = X 6 总 1 S 1 十 
二 一 二 于 二 号 二 了 十 3 3 
x 了 太 Gx 7 Fr” 六 7 


6u 1 6 名 1 
人 了 二 = 一 汪 ， 二 = 一 瑟 +3 二 一 一 一 卫 +35， 
yy 六 和 7 0y 7 r 7 7 7 
6u 1 z 7Z 65 1 Z 7Z 1 
= 一 = 一 = 二 3 = 二 3 
6z r2 r3” 0z? r3 rr 3 
所 以 
ou ou 6u_ 3 二 下 二 区 村 
GDx2 B 2 B 2 3 5 四 
y 7 r r 
即 vu= 天 -一 一 为 R* \{(0.0.0} 上 的 调和 西数 。 


二 7 十 2 
14. 设 wx, 妨 在 R2 上 有 具 有 二 阶 连 续 偏 导 数 ， 证 明 v 是 调和 丁 数 的 充 要 条 


件 为 :对 于 R:? 中 任意 光滑 封闭 曲线 c， 成 立 [如 -0， 元 为 治 C 的 


外 法 线 万 向 的 方向 导数 。 

证 必要 性 。 设 C 是 Rs: 光 谓 封闭 曲线 ， 由 
号 尝 人 X) 十 开 cos( y) = 本 cose， J) 一 CR X) ， 
0m] 6x 0y COy 


其 中 心 分 别 是 曲线 c 上 扣 C 处 的 单位 外 法 向 和 单位 切 疝 得 到 


2 几 
充分 性 。 如 果 存 在 点 MoCxo' yo)， 使 得 “2 + 一 区) 0， 
全 少 


不 妨 设 其 大 于 零 。 由 于 wx, 上 有 具有 二 阶 连续 偏 导 数 ， 所 以 存在 5 > 0， 
使 得 在 D = o(M,,5) 上 ， 成 立 


02 6 0 
机 
于 是 
OU OU 0 
| 南 - 咱 2 jaw>o， 


与 条 件 矛 盾 ， 志 以 "是 调和 酚 数 。 
15. 设 w= wx 妇 与 v=v(x 妇 都 为 平面 上 的 调和 丁 数 。 令 FEF=vu +v 。 证 
明 当 p>2 时 ， 在 FEFz0 的 点 成 立 
A(FP)>0。 
证 由 


1UU 十 VV， 


= pFr = PEP(uus+wa) 


Ox 


OF UL ， 十 VV 
一 一 = PF 一 一 一 = PF 一 (uu+vy)， 


67(F2?) 


一 P(pP-2)FP“ (Cuu， +Vvy) 十 PEP (us +YV5: +UUw 十 vvw) 


也 
-一 一 一 =pD-2FP (Cuuy+vwy) TDPF Gy+Vy+uUUy+wy)， 


P(D-2)FP [Cu +v) +(uuy 十 YY 耻 ]+ PE 广 。 +V + 十 vy ) > 0。 


16. 设 B={y zz2+y+z2< 和 ED :Ra Rs 为 具有 连续 导数 的 
向 量 值 丁 数 ， 且 补足 
Fl。=(000)，VY'EF|。=0。 
证 明 : 对 于 任何 Ri 上 具有 连续 偏 导 数 的 函数 g(xy 习 成 立 
川 Ye:Faxdrdz =0。 
证 由 v.(qgF)=Vg.FE+gqv.E 及 Gauss 公式 ， 得 到 
川 Ye . Fadxdyaz = 川 7 .(gF)dxdydz 一 川 svY Fdxdydz 
也 也 也 
=||oF.as -| 川 gy .Faxdyaz =0， 
6B B 
最 后 一 个 等 式 利 用 了 条 件 Fl|， =(00.0)，YV.EF|, =0。 
17. 设 D={x 六 esR:1xz+y <1T，ux 妨 在 D 上 有 具有 连续 二 阶 偏 导 数 。 进 


一 步 ， 设 v 在 D 上 不 恒 等 于 雳 ， 但 在 D 的 边界 p 上 恒 为 雳 ， 且 在 D 
上 上 成立 


2 2 
2 (4 为 常数 )。 
证 明 
[gradul axdy+affuzaxdy =0。 
D D 
证 由 green 公式 ， 
6 和 6 和 


OU 
[如 dr dy = (0 aqxdy 。 


由 于 在 op 上 uw(x 六 恒 为 零 ,所 以 | aacuaay- 0， 另 一 方面 , 在 D 
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上 成 立 天 + 一 = 和 ， 所 以 
Ox y 
由 CGO pw-o 
六 | Gx 0Oy 
即 
je 人 0。 


18. 设 区 域 Q 由 4 分 片 光滑 封闭 曲面 > 所 围 成 ulxy, 实 在 Q 上 具有 二 阶 


2 关 
连续 偏 导数 ， RS 
67” 
(1) 证 明 


OU 
JJ 0 ， 


其 中 m 为 过 的 单位 外 法 向 量 ; 
(2) 设 (xyz)s9 为 一 定点 ， 证 明 
_ 工 cos(r,Pm) 16u 
U(xo,yo,Zo) = 有 站 卫 本 js， 


Fr On 


其 中 r = (x Xo， 儿 一 Yo，2 Z0)， r=r|。 


证 〈1) 设 m = (cosaw,cos 6p,cos 力 ,由 方向 导数 的 计算 公式 及 Gauss 公式 ， 


得 到 
J ds = [Jareosc + 呈 cos 有 + cosy]45 


-5 2 dudrdz= 0。 


(2) 由 于 costr,m= 亿 2 on 于 是 
7 mn 


一 和 [ 2 十 二 玫 和 Pdydz + Qdzdx+ Rdxdy ， 
4 科 信 7 4 太 信 


六 On 
其 中 p- Cxou+r wa sa (zzZ0)u+rus 
er 人 73 》 人 3 9 到 3 O 
六 和 
经 计算 得 到 
媚 -_C-a)，， 避 
Gx 73 六 5 和 


6Q _ U 是 
6y 六 


4 ca U 


本 ZZ 
6z 73 r5 rr “ 
所 以 
人 
Oox 0 0 


现在 取 一 个 以 (x,y,z) 为 中 心 ，56>0 为 半径 的 球面 s,， 使 得 
Suc9， 并 设 7 为 S, 的 单位 外 法 向 量 ， 然 后 在 2 与 s, 所 围 的 区 域 o" 上 


应 用 Gauss 公式 ， 得 到 
1 COS(T， 号 ， 1 06U OP 4 
放 s 和 攻 - 帮 几 全 史 at 


7 和 On 
从 而 


二 本 导 四 ,1 2j@- 人 全 站， 1 人 


和 


注意 "= 5 为 常数 ， cos(/, 1) = !J34a5 = 0 ， 则 


号 ， 1 6U 加 


本 


利用 积分 中 值 定 理 并 今 5 > 0， 即 得 


二 coswm 工 2 
oo 二 中 Se 守 产 “站 闷 总 Js。 


1. 求 下 列 极限 : 
(1) lm| 


2 和 有， 
0 十 CQ; 


(2) im| 一 一 一 一 -一 一 o 


人 z] 


解 〈1) 由 积 4 上 机 


人 | 。 
0 1+x2+C2 。 十 C2 1+X2 十 C2 


-| 一 和 + 一 和 (5 在 ] 年 ltx 之 间 )， 


01+xX2+TC2 1+E2 二 Ci 


四 员 dx 
1 


于 是 
十 C 1 
im|， 一 -lim[ 二 
cm0"0 1+X CQ am001+X2TQ oO01+E2 二 CQ 
_rl 工 歼 
三 人 
01+X“ 4 
(2) 由 连续 性 定理 ， 
1 1 
iim 人 dx -| se | 2 
nm->oov0 01+e 01+e 1+e 


工 十 马 z] 
刀 
2. 设 fx% 尹 当 y 固 定时 ， 关 于 x 在 [wb 上 连续 ， 且 当 y 人 刀 一 时 ， 它 
关于 y 单 调 增加 地 趋 于 连续 范 数 4x) ， 证 明 
lim | Fooy)dx=[gCodx。 
多 ->y0 一 
证 知 能 证 明 lim fx 六 =%o 关于 xs[awbo 是 一 致 的 ， 即 ve > 0， 
消 水 0 
309>0，vys(o-6yo)，vxs[auwb :|fx7)-go<e， 则 
[frCeD-40)a< 站 Ce 六 -4olax<@-ae， 


束 有 
lm 人 Fooy)dx=| godx。 
水 三 0 一 
以 下 用 反 证 法 证 明 lim fox 六 =go 关于 xerao 是 一 致 的 。 
->yY0 一 


若 不 然则 ae >0，VY6>0， 了 ys- 如 )，3axes[ab] : 


|F(Oey7)-gx>eoo 
依次 取 人 =1， 到 s(On-2y)，3xes[a 茹 :|FCo)-x]|>ao 


，|1I 
元 -mi 二 %- 革 ， 3 so 一 0yo)， 3x: s[a,D]， 1fCo,y)-%)|>so ， 


| 省 
=min 二 六 -四 到 <-G 罗 ， 光 sa fo-4 


之 E0 ， 


由 此 得 到 两 列 数列 人 ;fy }。 由 于 ff } 有 界 ， 由 Bolzano- 
Weierstrass 定理 ， 存 在 收敛 子 列 te fw 上 为 叙述 方便 ， 仍 记 这 两 个 
子 列 为 人 hf 其 中 f} 是 递增 的 ， jim 罗 =yoo 谤 lim x， 三 志 5 

由 FG 六 MO 一 yo)， 可 知 35>0 vy(-5<y-m<0) 

| 全力 -由 < 了 
注意 lmy =y， 取 足够 大 的 K 使 得 -5< 闪 -加 <0， 从 而 


Fe ya)-M5< 卫 。 
又 F(xyr)- gg 在 x=< 点 连 至 续 以 及 limx， =<，3N>0， 当 n> N 时 ， 
成 立 
人 Cosya-MoD)-(FGyx)-WS] < 2 ， 
平 是 
1f Coykr)-Wxn)|<coo 
但 是 对 固定 的 x ， 当 y 一 mw- 时 ， fox , 尹 关 于 单调 递增 地 趋 于 
OCXx，) ， 所 以 当 n> max{N,K} 时 ， 成 也 
|FCxy yn 一 WUxn]jj Fo ykr) 一 红 xn]|< co， 
这 每 |fCo yn)-Wnjl> so，O=12, 
3. 用 交换 积分 顺 0 
(1) [sam 加 人 (>a>0) ; 


(2) 人 dx 人 人 


1--aSsinXx Sin X 
解 〈1) | nm 二 一 交 dx -an mad = df m smzja， 


站 snow wssnl nz 站 me oo 和 
0 X yY 十 工 X 咱 yY+L1:0 X 


二 X7 cm 
y 十 1 0 X 
> icodl mn 、 zsnl om 
(+ xj (yy+ 了 ” X 
于 是 
>x ae 
X 1+ (+ 了 
所 以 
D Q 
| in mn 二 | 区 D) 一 arctan(L1+a)o 
0 X/ nx ee 
和 同一 
0 1-asinxsinx 01 一 ysin“x 人 
民 dx dcotx Larctan x 乒 
0 1 一 ysin“2x 8 cotzx+1-y2 于 人 yY2 | 


有 克 


2 人 1 一 


人 -rz 一 之 = Zarcsina。 
o 六 


所 以 


0 1=-asinxsinx 
4 求 下 列 函 数 的 导数 : 
(1) IO) = edx ) 


(2) T(y ) = 国 一 
(3) FO= dx| sin +yY -it)dyo 


解 (1) T( 人 =2ye 了 了 一 e 了 了 = x2e-xydxo 


2cos 妇 一 cosy” 3cos 轨 一 2cosy 
0 ， 


(2) 这 遂 过 


人 
(3) 设 q(xnD= [sinoe +y2 -tday， 则 
和 2 2 ， 2 2 2 
9 (X,t) = -2t| _ COS(CX +y 一 t 太 )ay+sin(2x +2xb+Sin(2x 一 2Xt) ， 
所 以 
1 纪 汉 
F'D =| geDdx+20g(2 


全 -2 ax| cos0e + 六 7 一世)dy+ 2 sin 2x“ cos2xtdx 


区 
十 2tf sin(t - 红 +y)dyo 


5. 设 IO)=| x+7fCOd， 其 中 1 为 可 微 画 数 ， 求 PO)。 


解 TO)=2y70D+| COax， 
TOD)I=310D)+2y 0)。 
6. 设 FO)= 人 foly-xlax (oa< 门 ， 其 中 fo 为 可 微 画 数 ， 求 F"O)。 
解 当 y<a 时 ，FO) = 人 fox- yax， 于 是 
FOOD)=-| foodw，F"O)=0 
当 y>b 时 ，FO)= 人 foo0 -ax， 于 是 
FOOD =| foode，F'OD=0 ; 
当 a<y<b 时 ， FO)=|1C00 -0Oax+| COC-y)ax， 于 是 
FOOD=1ood- 人 Foode，F"OD)=210)。 
7 设 西数 fo 具有 二 阶 导数 ，FC9 是 可 导 的 ， 证 明 画 数 
weD= 了 [fCx-aD+ fx+a0+ 二 [站 FO)d 
1 X 一 Qt 
满足 弦 振 动 方程 
6 和 ，650 
一 Q 
6 6x- 
以 及 初始 条 件 wx0) = foo， 0 =F(oO。 
证 直接 计算 ， 可 得 


es 广 af'x=-ab+af'(x+ab|+ 于 [oFC+aD+aFCx-a0]， 
qa 


6 2 
6 各 a2 六 太 Q / 四 》 二 
人 (x-abD+ Ce+aD|+ 了 [ (x+abD-F'(x-ab]， 
| 
Ox 2 2a 
2 
2 -二 [frx-a0+ f"xtab]+ 二 [Ex+aD- ECx-ab]， 
Ox 2a 
所 以 
6 和 ,6 
一 》 
6 6x” 


且 显 然 成 立 u(x0) = 9， 志 Co0) = FCO。 
8 利用 积分 号 下 求 导 法 计算 下 列 积分 : 


(1 ) [nz -snzod (a>T ; 
(2) | md-2ccosx+c2)dx (cwiK<D ， 


(3) 人 ma: sin2? x+b2cos“X)dx。 


解 (1) 设 IaO= [nd2 -sin2 dx， 则 


， 二 2a 的 2a 
To= 捕 一 一 一 x= 一 一 一 一 一 一 5 二 dcotx 
0 a- 一 Sin- x 0 acot2 x+a- 一 1 


2 Ot X 歼 
三 :三 arctan 


QGC 
a2 -1 Va“ -1 \Va- 证 
T(aoj=ln(a+va- -1D+C。 


克 
2 = 
0 
于 是 


全 aa 人 1+ 5 则 
C = 了 TD = 2| :Incosxdx = -rn2， 
所 以 
+Va 一 1 


T(a) = 5 


(2) 设 T(o) = “ln -2cwcosx+aw2)dx ， 则 ro=0。 设 cz*0， 
0 


Z 2 一 2CcoSX 


厂 二 dx ， 
人 | 1 一 2wcosx+C? 
作 变 换 :=tan7， 得 到 

/ +oo &-1+(w+DE 

了 二 直上 

人 [Go) +G+oo) t+ 总 ) 


2 fto d 1 1f+o dt 
屋 | 于 十 < 人 | 2 2 
Q 0 1+t 2Q/ 0 (=-a)- +CG+oa)t 


9 
+o9 1 一 C 


， dt 汪 | 
人 必 一 
1 十 [ 


所 以 Two) =C， 再 由 TI(0) =0， 得 到 
TI(w)=0 〈|lol<1)。 


由 于 


(3) 设 ICa) = | ina?sin? x+ 居 cos? dx ， 且 不 妨 设 ac>0，b>0。 


当 a=j 时 ， T(a) = 么 Inlal。 以 下 设 azb。 
由 于 


克 2 i 
7 (oO= asin X 人 


0 a2sin2Xx 上 +D2cos2x 


记 
允 sin2 x 和 COS2 x 
4= | 一 -一 2 2 一 必 ， B= |2 一 一 2 2 一 x， 
0 asSin“-Xx+Db-cos- X 0 a-Sin“-Xx+Db-cos- X 
则 
元 
a2A+b2B = 二 ， 
2 
dx 二 dtanx 
4A+B= 记 2 二 2 
0 asin2x+pb2cos“x "0 atan2x+D 


全 


1 da 
= 一 arctan 一 tan Xi2 三 
0 


a 2ab ” 

由 此 解 得 

二 本 

本 a(a+D) 
于 是 

元 
厂 二 

(9) a+ 上 +Db 7 

积分 后 得 到 


T(a) = 元 In(a+D)+Co 


由 IO= zhn2， 得 到 c = -rn2， 从 而 TO = rin22， 或 者 一 般 地 有 


人 
2 
9. 证 明 : 第 二 类 覃 圆 积 分 
EUO= |2V1-K2sin tdt (0<K < 了 


满足 微分 方程 
4 工 达 (K) 
五 "(K) 十 一 五 "(K) 二 =0o 
(g) 起 (Wo 到 
直接 计算 ， 有 
一 ksint [ 
已 (K) = 
和 AVI 一 “sin“ 
sin“t 二 Ksin4t 二 sin2t 
oa 人 dt = 己 : 
0 (GLK2sin2D32 G-K2sin2D3 
人 2 
2 dt 7_Sin t+CcoS [ 汪 


本 学 
K2 AL-K2sin2t ， 


KG 一 Ksin 间 2 


dt 


1 记 CoOSt 


1 记 dt 
太一 1 0 V1-K“sin<t 太一 1 


五 "(K) = 了 dsint 


(=-K2 sin” 2 


1 记 dt 1 [cosaa sint 
TEN 
-一 一 2 二 sin“t 1 
V1-K“ sin“t 本 VI1-K“sinet 
所 以 
瓦 "(K) 十 一 EDO+ 二 ， 
coS“ tdt 1 户 二 (K-TDsin2t 开 (N) 
JI-K2sin2tf 有 -1 0 MI-K2sin2t 1-1 
3 1-K“sin2t 二 -0。 


10. 设 本 妆 jo 在 * 上 具有 二 阶 连续 偏 导数 。 证 明 : 本 数 
w(x 2) | F(x+zcosp,y+ZzsinD)dD 


请 足 偏 微分 方程 


ie O 


osw pw pw 6w 
Oz 


村 
kx ” py 6z 


证 “由 直接 计算 ， 可 得 
6w "2r D2w ,2r 
5 太 dp， | 刻 .dp， 
Ow 2 元 GD2w 2 克 
| 人 dp ， | 帮 dp， 
WwW 2 元 。 
过 一 | ( 帮 cosg+ 大 sinp)dy， 


D5? 2 元 
学 = 人 (facos2g+ 瓜 sm20+ 及 smn2p)dg， 


于 是 
2 2 
X“ 
男 一 方面 ， 3 呈 下 只 分 可 
三 九 coswdy = 


[Rsmoap=|T 友 CCzsm 内 + 人 zcosg]cosgpdg， 


[ 记 (Czsin 内 + 所 zcosg]sinpdyg， 


所 以 


O 〇 


攻 62w 2 Bw 
Z 十 二 
6ox′ pb” 6 6 
11.， 设 foo 在 [o 习 上 连续 ， 且 foo > 0。 研 究 函 数 
二 [2 下 

的 连续 性 。 

解 设 风 *0， 由 于 -在 xx- 次,m+ 罗 上 连续 ， 可 知 
X 牛 光 
T( 让 = 站 0 ww 在 轴 = 上 0 处 连续 。 
0X 十 y 
设 交 =0， 则 TO)=TIO=0。 由 于 Foo 在 [0 上 连续 ， 且 foo>0， 


所 以 foo 在 [odJ] 上 的 最 小 值 m>0， 当 y>0 时 ， 成 立 和 
二 多 2 十 多 
于 是 


TO)>m| ,一 0 marctan  ， 


由 全 可 知 lim TO)z=0=T(0)， 即 ID)= 站 2 wx 在 
y 一 0+ y 2 y 一 0+ 0 X 十 y 
0 =0 处 不 连续 
注 在 本 题 中 可 证 明 lim IC) = 了 了 1(O) 生 lim IC = f(0)， 其 中 F(0) =0， 
一 0 二 y 一 0 一 


由 此 也 说 明了 TO 在 y = 0 氮 不 连续 。 证 明 如 下 : 


ve>0， 取 7> 0， 使 得 当 0<x<7 时 ，|fCoO- fo< 三 ， 则 
7 


0 x2 十 2 


上 2 二 Gx f J/ 0) dx|<< 
y 2 


对 固定 的 7> 0， 取 人 > 0， 使 得 当 0< yK 9 时 ，| 了 -eax < 二 ， 于 是 
XX 十 y 


0 x2 十 2 


几 和 二 Gx [f dx|<eo 


分 别 令 y 一 0+ 与 y 一 0-， 由 


一 0 二 


7_ 牙 (0) in 7_ 区 (DO 区 
lm 一 二 dx = 了 1(0)， 人 必 =-- 了 了 10 


和 es 的 任意 性 ， 即 可 得 到 lim IT(O) = 工 F(0) 与 lim TO)=- 开 F(0)。 
y 一 0+ 2 y 一 0-- 2 


习 题 15.2 合 参 变量 的 反常 积分 
1， 证 明 下 列 含 参 变量 反常 积分 在 指定 区 间 上 一 致 收敛 : 


(1) 。 yY>a>0， (2) 六 呈 衬 edx， 0<Cw<awl ， 
0 X2 十 多 0 X+C 
(3) | xsinx' cosaxdx， a<w<bo 
解 〈《1) 因为 
Weierstrass 判别 法 ， | > 村 Gx 在 [a+oo) 
X“ 十 y 


COS XyY 而 三- 
2 2 ? 
X ”十 


X“< 十 Q“ 


才 收 代 ， 所 以 由 


(2) mm 2Xdx 


<1， 即 六 sn2xdqx 关 于 we[o,oo] 一 致 有 界 ; 
0 X 十 C 尼 


< 工 ， 可知 当 x 一 tx 时， 人 一 关于 cs[ooo] 一 致 趋 于 


雾 。 于 是 由 Dirichlet 判别 法 ,可知 信守 衬 edx 在 csfo,co] 上 一 致 收 
伍 。 X 十 C 
(3) 由 分 部 积分 法 ， 


to ， 4 Tv， +o COSCX 
| XSin X COSCXdx = 一 | dcosX“ 
A 4 A X2 
| 4 4 
COS QCXCOSX 1 +towSinCwXxXCcoSX 1 。+o COSCXCOSX 
中 2 | 2 人 | 3 dx ， 
4X 4 .4 X 2 "4 X 
其 中 
COS KWX COS X |+m 下 
一 ? 
X2 AAA 
CSsin ax cosx4 CoOS Qx COSX14 1 得 到 | 
再 由 二 一 及 一 |< 二， 可 得 到 
X X X X 
。 4 
+o WwWSinCXCOSX +o 二 
[ecosx dl<max(d, 加 [王峰 = 
人 X 4 X 人 A 


生 
1 
人 X 2A 


当 4A 人 +o 时 ， 上 述 三 式 关 于 wx 在 [ww 中 上 一 致 趋 于 雾 ， 所 以 原 积 分 关于 
xw 在 [wb 上 一 致 收敛 。 
2， 说 明 下 列 含 参 变量 反 帝 积分 在 指定 区 间 上 非 一 致 收敛 : 


Ho COSCCX COSX 1 
人 


二 


XSin Qx dx，0<w<+oo ; (2) [二 可 -~ Ga，0<C<2o 
0 CCL+Xx2) 


解 (0) 取 a- 间 >0，vAu>0， 取 4- 王 >Ap -3 ，c-w- 


则 当 ” 殉 分 大 时 ， 


[六 XSin CX XSin C _ X \V/2mn2 克 2 


3m 元 
5 dg= | 一 dx> 0 
4 w+Xx”) 可 CnUL+X ) IC ] 18 


由 Cauchy 收敛 准则 ， 全 22 人 wm 在 ws (04x) 上 不 一 致 收敛。 
C) 人 ee 则 


全 二 dx= 


取 a =- 妆 r>0， VA >0， en 


RE 则 当 ” 充 分 大 时 ， 
有 


3 克 
2nz+ 一 1 工 ， V2 克 2 
光 = | 人 Sin tdt > > 一 -和 = 510， 
4 [tt 2nz+T to 3 工 
克 
4 2Pn7 + 一 
人 4 


由 Cauchy 收敛 准则 ， 人 二 sn= 必 在 xs (0 习 上 不 一 致 收敛 。 
3. 设 1O 在 :>0 上 连续 , 反常 积分 | fod 当 4=a 与 1=p 时 都 收敛 ， 
证 明志 ADd 关于 4 在 [ro 熙 上 一 致 收敛 。 
证 将 反常 积分 | 己 fodt 写成 
克 P1Dd= JeefOld+r 人 cePolatr。 
对 于 [ cs[te foDldt， 因 为 [ fo0d 收敛 从 而 关于 4 在 [co 上 一 致 
收敛 ， 刀 "是 :的 单调 范 数 , 且 上 "|<1, 即 导 "在 cs[o0 了 上 关于 4s[ob 


一 致 有 界 ， 由 Abel 判别 法 ， 可 知 |eeeee fdDldt 关于 4 在 [o 电 上 一 致 收 


对 于 上 因为 三 习 fod 收敛 从 而 关于 4 在 [ab] 上 一 
致 收 代 ， 坟 "是 :的 单调 本 数 ， 且 上 ?<s1， 即 护 在 csL+o) 上 关于 


4es[ab] 一 致 有 界 ， 由 Abel 判别 法 ， 可 知 | [tfoOldt 关 于 14 在 [ao 
上 一 致 收敛 。 

所 以 人 二 AoOd 关 于 4 在 [ro 避 上 一 致 收敛 。 
4. 讨论 下 列 含 参 变 量 反 负 积分 的 一 致 收敛 性 : 

(了 ) jd 在 y>yo>0 ; 

(2) 人 在 (TD a<w<b j;(I) -<w<+oo ; 

(3) xin2xax， 在 (D p>p>0 (ID p>0 

(4) | esimxadx， 在 (D w>aw>0;(D w>0 


解 (1) 全 殖 沁 w- 人 2 党 w + 人 于 于 dv 


对 于 风光 4 ， 由 于 


cos 六 | -1 dx Un 
xx | 到 收 尺 ， 由 Weierstrass 判 


别 法 ， 可 知 | se 沁 居 关于 y 一 致 收 全 。 
对 于 上 2 , 由 于 [IE XYGX 


2 4 、 
< 一 , 即 『 cosxydx 关于 ye[yo,+oo) 
y0 


一 致 有 界 ， 及 单调 当 x+ 时 ， 天 关于 ysDor+m 一 致 趋 于 


雾 ， 由 Dirichlet 判别 法 ， 可 知 j 一 关中 关于 yes[yo,+oo) 一 致 收敛 ， 
所 以 | 一 必 关于 ys[y,+o) 一 致 收敛 。 

(2) (I) 当 a<wc<b， 取 4>0， 使 bc-4a。 则 vJ>A， 
<e- 必 4 ， 而 | “er 导入 dx 与 | ”“e 时 和 dx 收 代 ， 由 Weierstrass 判 
别 法 的 证 明 ， 可 知 反 负 积 分 | 区 与 | eero dx 在 we(awbD 上 一 致 
收 但 。 所 以 [ee wx 在 cs(oD 上 一 致 收敛 。 

(ID 当 -<c<te， 对 于 [ee ww， 取 a=-z>0，vA>0， 取 
4=n>4A,4=n+l，w=w=n， 则 当 " 充 分 大 时 ， 

[ 民 eere7d|= 


隐 eere) dx = 站 eax> 二 -ai， 

e 
由 Cauchy 收敛 准则 ， 三 ee dx 在 wu s (-o,+o) 上 不 一 致 收 敛 。 同 理 
f eew 友 在 weCodm 上 也 不 一 致 收 修 。 所 以 |eerwax 在 


CQ E (-oo,+oo) 上 不 一 致 收敛 。 
(3) (了 当 p> pi >0， 2 而 | x*-in2 xax 收敛 ， 由 


Waierstrass 判别 法 ， | nn2 xdx 在 ps[pi,+o) 上 一 致 收敛 。 
(GD 当 p>0， 取 P -二 >0， 由 于 


el 于 -后 严 > +co(P 一 +0) ， 
m 元 六 27 P 

由 Cauchy 收敛 准则 ， 可 知 | 人 m2 xdx 在 ps (0,+o) 上 不 一 致 收 敛 。 

(4) (TIT) 当 w>w >0， sis<e (X>0) ， 而 | e 和 wx 收敛 ， 由 
Weierstrass 判别 法 ， | 人 sin xdx 在 wx se[w,+oo) 上 一 致 收敛 。 

(GD 当 wc>0， 取 ss =2e7，Vv4A>0， 取 4 =nmr>44=(On+Dz， 
xc=w=- 一 ， 则 当 n 充 分 大 时 ， 

十 二 
| es e “Sin Xdx 
由 Cauchy 收敛 准则 ， ee sin xdx 在 w s (0,+oo) 上 不 一 致 收敛 。 
5 证明 酚 数 F(w= | “一 ~ 在 (0+o) 上 连续 。 
二 广 
证 任 取 [ac< (0,+oo) ， | <2， 站 关于 w <[a,b 一 致 有 
蜡 : 二 关于 x 单 调 ， 且 veu sr[a] 成 立 0 所 以 当 x -> + 时， 一 
XC 
关于 w sra,b] 一 致 趋 于 雾 。 由 Dirichlet 而 是 可 知 Fo) = 六 raaxa 在 
二 这 

xs[aw 妇 上 一 致 收敛 ， 从 而 Fo) = 且 dx 在 rawb 上 连续 ， 由 ap 的 任 

意 性 ， 即 知 F(w = 广 一 一 dx 在 (0+o) 上 连续 。 
上 “这 
6. 确定 画 数 FO) = 上 二 ， dx 的 连续 范围 。 
解 西数 Fo)=| 二 业 的 定义 域 为 02。 下 面 我 们 证 明 
5 aa 在 (2 上 内 闭 一 致 收 公 ， 即 vyz>0， 
X7 (到 一 X) 一 

FOJ=| 二 在 ye[72- 上 一 致 收敛 , 从 而 得 到 Fo 在 (0,2) 

上 的 连续 性 。 


1 

党 开 L 要: 
必 X2” ln  Xqx 
2m 


之 2e“=20) 


由 于 积分 有 两 个 奇 点 ， 所 以 将 FUO) = 太一 宇 x 必 写 成 


0 X7Y (元 一 X 


F(y)= 人 本 | ax = 玉 (y)+FE(y)o 
当 xes(0.D， y<2-7 时 ， -| < Sin X ， 而 几 呈 革 dx 收敛 ， 由 
X-” ( 克 一 X) 


Weierstrass 判别 法 的 证 明 ， 可 知 反 各 积分 E(O)= 因 dx 在 
ye[71,2-77] 上 一 致 收敛 。 
当 xe(z-17)， y>7 时 ， 


Sin X Sin X 『 Sin X 
刘 (汉人 =” “人 人， 
收 伍 ， 由 Weierstrass 判别 法 的 证 明 ， 可 知 反 负 积 分 
疡 (J)= [|: 二 上 一 致 收敛 。 
所 以 FOD) = 人 元 5 全 在 7 <s[7,2- 上 一 致 收敛 。 
7. 设 f foow 存 在 。 证 明 foo 的 Laplace 变换 Fs) = | ea 区 在 
[0,+o) 上 连续 。 

证 二 于 | foOdax 收敛 即 关 于 s 在 [0+oo) 上 一 致 收敛 ，e 兴 关于 x 单 调 ， 
且 le-sl<s1， 即 ex 在 xs[0+oj,ss[0+o) 上 一 致 有 界 ， 由 Abel 判别 法 ， 
FG) = e 10 在 ss[0+o) 上 一 致 收敛 ， 从 而 FGs) 在 [0+o) 上 连续 。 


8. 证 明 本 数 To = 人 ”dx 在 (-z+o) 上 可 微 。 


十 (X 二 旭 


2 一 11 


一 SX 


e 


证 首先 反常 积分 ID= | ”和 对 任意 te (oo,+oo) 收 敛 。 其 次 有 
0 1+(x+D? 


| 一 ix =-- 人 2 cosxdx。 
" 6LI+(x+ 间 ”|1+C+ 吕 | 


任 取 [wb，VvA>0， <2， 即 六 cosxdx 关于 xce[a 妇 一 致 有 界 ; 
记 c=maxl 直 四 ， 当 x>c，testo 中 时 ， 一 e+D 关于 x 单 调 ， 且 


[L+ (x+D“] 
< 当时， 一 0 关于 二 本 司 
[L+(Cx+hb2 | 1+(x 一 c)? [L+(x+Db2]? 
殖 趋 于 震 ， 由 Dirichlet 判别 法 ， 可 知 人 让 cosxdx 在 rela 


上 一 致 收 义 ， 所 以 rD= | -dx 在 te[ab 上 可 微 ， 且 有 
0 1+(x+ 间 


+o 2(X 十 上 COSX 
人 
中 [L+(x+DD“] 


由 ap 的 任意 性 ， 即 知 TCD = 全 2 人 x 在 (-oo+o) 上 可 微 。 


9. 利用 2 一 ER 0 
X 4 0 X 

解 ” 当 ys[a 妇 时 ， 笠 B 而 | eax 收敛， 所 以 | eax 关于 
ys[a 电 一 致 收敛 ， 由 积分 次 序 交 换 定 理 ， 

HoeTw 一 ee 二 0 bdy D 

| X di = dx| 2- of 四 
10. 利用 | 计算 [六 e sin Oox 一 Sinax 人 

X a 0 X 

bp>a>0)。 
解 ” 当 ye[ao 时 ， < 二 ， 即 |cosxyax 关于 yes[ag] 一 致 有 界 ; 
e- 关 于 x 单 调 ， 且 当 x>+o 时 ，e 关 关于 y 一 致 趋 于 零 。 由 Dirichlet 
判别 法 ， 全 emcosxydx 关于 ye[a 菇 一致 收 敛 ， 由 积分 次 序 交 换 定 理 ， 


放 _m Sin bx 一 Sin ax 
4 站 航 人 生生 Eve 
0 


e 


A 
| ，COS XydX 


dax = [eax| cosoo)dy 二 | 罗 太 ee COS(xXy)dax o 


X 
利用 分 部 积分 ， 
十 o0 一 px 加 也 
| e ER 
本 是 
+ mx Sin bx 一 sinax | Q 
| e ”一 dx= 人 
局 
11， 利 用 站 w 2 人 计算 二 = 六 -一空 (为 正 整 
0" a+x” 2vVa ” ”0 (a+ 和 7 
数 )。 
+o Gax 二 人 to O 1 +o 一 Gx 
解 由 羽 | 对 胡 as (0+oo) 收敛 ， | 生 人 x= | - 
0 Q+X 0 0OQ\Q+X (a+ 冯 】 


关于 在 @+o) 上 内 闭 一 致 收敛， 因此 全 -5 在 os(0+e) 上 可 微 且 
成 立 


do dx +o O 1 to dx 
= ax = 
| Q 十 X2 区 | (a+X2)2 


df 区 
了 一 -下 过 O 
同 理 上 述 积分 仍 可 在 积分 号 下 求 导 ， 并 可 不 断 进行 下 去 。 由 


6 


所 以 


二 CE > 0 二 


aa” 
与 
| 1 j- (-D?ml 
6a"\a+ 关 (aqa+22)7 7 
即 可 得 到 
二 da (Cn-Du - 琶 
” 40 (a+xo 2(02ml 人 
12. 计算 gw= 全 Pd。 


十 oo0 直 ] 本 CANX 一 工 
解 C) = arctan xd | 工 = 一 Sgn C dx 
9 = 上 人 x(L+c2x2] 
在 最 后 一 个 积分 中 ， 兮 4=Vx2z -1， 则 


十 oo ol 
(oOJ = 二 sgnew dt 
2 j (+t2)GL+a2 +Cw2x2) 


歼 +oo 1+cw” 1 
= 二 sgnw-cx| 了 | 
2 0 \ 人 1+w2+act 1+t 


- 开 sgnaz zl- 
13， 设 foo 在 [0,+co) 上 连续 ， 且 lim Co=0， 证 明 


[LTeoaw -fon2 (ab>0)。 
8 X Q 
证 设 必 >4>0， 
1 
4 X 4 X 4  X 


-| 三 oO 扩 10 jy - | 和 人 ao 响 人 px 
a4  X bpA' ， X a4  X 上 4 X 


-IfGD- Ga)Dn2， 
最 后 一 个 等 式 利 用 了 积分 中 值 定 理 , 其 中 < 在 a4' 年 邮 ' 之 间 ,， 总 在 au 
与 bd 之 间 。 仿 4 一 +0， 丸 一 +to， 则 二 一 0 已 一 +to， 由 Fo 在 [0+oo) 


上 连续 ， 且 lim fco =0， 即 得 


和 


14，(D 利用 站 ord-= 逻 推 由 IO 六 “= 全 or (ec>0); 


(2) 利用 积分 号 F 求 导 的 方法 引出 所 = -27， 以 此 推出 慎 (1) 同 


ay 


桩 的 结果 ， 并 计算 六 ”dy (ao>ob>0)。 
解 〈1) 合 y=-， 则 


间 中 7 二 
LO=| 。 网 人 o 
《2) 利用 积分 号 下 求 导 ， 
和 = 一 2 [2 SS 
于 是 
条 = -2dc， 


对 等 式 两 边 积分 ， 得 到 


注意 到 70) = 所 以 


命 (= Vay ， 得 到 


忆 2 ab 
+o -9 1 +o 一 - 羡 1 | 赤 岳 
了 E 一 二 | 志 pp-2Vvab 
| e 履 =- 天 | e 直 8 全 
1 


15， 利用 [ee de- ， 计 算 T=|-S2 dx (xc>0)。 
Ci 


Ci 十 X 
+% CO9 儿 d 人 + _t(a2+x2) 9 2 一 t(c2+X2) 
J=| 三 | COS Zxax| e dt = | dd| e COS Cxdx 。 
0 Cr 十 X 0 0 0 0 


利用 例 15.2.8 的 结 


T(x) = 谍 全 cos2xtdt = 


三 ee cos pxdx = > 全 人 ol 订 woB 三 


1 有 
J=ArF|。 了 - 开 erolg， 
0 2w 
其 中 最 后 一 个 等 式 利 用 了 上 题 的 结论 。 


vVz 1 


2 
2 


e 4 


2 


厅 


》 


习 题 15.3 Raler 积分 


1 计算 下 列 积分 : 
(J) 「Vx-xax 2) | 一 一 一 


0 ， (4) 广 关 


人 COSX 


本 (n>m>0) ; 
X 


(5) xx (6) sinyxecosz aa ， 


0 
〈《7) fx "edx (mn>0); (8) xd-xDax (pqn>0)。 
解 (1) fx -xz 让 3 3 CO) 1 ，1、 克 
人 人 
(2) 作 变 换 外 = 二 cs ， 则 


dt 灶 
X=2arcsint4 ， dx = 一 一 一 ，3--cCosxX=2(1+t2)， 


5 
2t4V1 一 t 


于 是 
入 2 2 
t 4(-bD “dt= 


克 1 
| V3 一 COSX 有 网 
es et 则 


人 本 二 二 B(-1- 宁 = 
六 刀 


1 11 
一 产 B( 一 ,一 ) 。 
2\2 4 2 


0 


(4) 作 变 换 xz =tang， 则 
二 笃 2 工 和 1 < 
| d = 二 [ztany bg= 二 [zsin cos ”0 ， 
nm :0 nm:0 


再 作 变 换 *=sin20， 得 到 


Ho XmT 1 .1 -1 -全 1 7mm mm 元 
Gx = 一 | tn -0 dt= 一 B( 一 氏 主 
1 二 X"” 及 二 本 和 
7 
(5) 作 变 换 :*=- ， 则 
1 二 X 
X 一 ,，Gx 
1 一 [ (一 癌 


于 是 


SS 各 
| 人 b 2 BC 已 = 二 ITC ) = 人 光 汪 
0 (+M? 4 4 二 2\2 
4 
(6) 作 变 换 ft=sin2x， 则 
3 
工 1 工 工 (4) 并 (一 ) 
[zsia7 xcos xdx = 二 [ed-g 有 全 = 和 7 2 
2 让 二 光 ， 浆 二 
4 4 4 4 4 


(7) 作 变 换 f= 阅 ， 则 
Im 十 1 
人 三 有 = 主 站 加 全 和 
0 mm .0 刀 尹 
(8) 作 变 换 ft= 阅 ， 则 
1 p- E 过 工 1 nf 也 
| tn (1-D9? ke-:l2,9j。 
2 证 明 je = 了 (二 (为 正 整数 )， 并 推出 四 广 e al。 
证 全 ft=x" 则 
1 
人 dx = 二 [etr dt 三 zr 人 1 o 
0 mm .0 刀 刀 
利用 Ts+D = srG) 以 及 工 函 数 的 连续 性 ， 得 到 
lim | 。 "dx = Imrl+ 加 -TO =1。 
- 一 OoD 九 


3 证明 rG) 在 s>0 上 可 导 ， 且 T9=| xme "nxdx。 进一步 证 明 
FoOG=| xie (nxj"rax (Cn>1)。 
证 | ae xie*nxdx。 任 意 取 0<sv <Sv<+oo。 
当 s>sy，xe(04] 时 ， Inx|， 而 | xs 
所 以 民 。 mxdx 在 s> sy 上 一 致 收敛 ; 
xiemnx<sxse， 而 | xxe wx 收敛 ， 
所 以 | xme mxix 在 s<S% 上 一 致 收敛 。 
这 说 明 |，xse mxdx 关 于 s 在 (0,+o 上 内 闭 一 致 收敛 。 于 是 rs) 在 
在 s>0 上 可 导 ， 且 Te = | xrelnxdx。 
进一步 ， 若 Fo = et” da， 类 似 于 上 述 的 论证 过 程 ， 
可 知 太 二 [er(no” ]a= 人 xmeraw 在 oo 上 内 闭 一 致 收 


收 伍 ， 


和 二 
Xs -le “ns xs 


AS X E[1+oo) 时 ， 


2 


敛 ， 从 而 TeDs) 在 s>0 上 可 导 ， 并 且 Tm(s) = fx “ex(nxn"dx。 

4 证 明 lim 工 (S) =+ooo 

证 ”首先 易 知 TO =TC) =1。 由 于 rg) 在 s>0 上 可 导 ， 由 Rolle 定理 ， 
可 知 3xos42)， 使 Pr(xo)=0。 

由 上 题 ，F"G) = [六 x en?xdx >0， 于 是 在 (x+o) 上 FT'(s) > 0， 
此 Ts) 在 (x+o) 上 单调 增加 。 再 由 FU(s]) <FGs)<T(sl]+D，(s>x) 以 及 
工 (n+DT) = 1 一 > +oo ， 得 到 

limI(s) = +ooo 
5. 计算 mrooax。 
解 作 变 换 x=1-+， 则 
fmrooaw= | Inrd -Dadt= fnra- x)dx ， 
相 加 后 利用 余 元 公式 ， 即 得 到 
2 | JInTCOdx = | nroOrd- Ajax = [nz -lnsinyxxjdx。 
再 由 


起 下 之 
msinzmxax = 二 | Insinudu = 一 2， 
0 元 J0 
得 到 
| mn TOOJd =invV2r 。 
6. 设 Q ={(yz + 咕 +22<1。 确 定 正 数 p， 使 得 反 第 重 积分 
dxdydz 
= 
几 一 y = 
收敛 。 并 在 收 公 时 ， 计 算 工 的 值 
解 利用 球 坐 标 变 换 ， 可 得 
rdr 1 _ rdr 
了 二 | ab soap 有 0 


由 此 可 知 当 p<1 时 ， 反 常 重 积分 I= 人 于 收敛 。 
且 当 P <1 时 ， 
1 rdr” 1 了 3 
0 =2z| (1- 章 -2 234- 趾 。 
7. 设 Q={xyzlxzoy>zo0z>0l。 确 定 正 数 wp,y， 使 得 反常 重 积分 


人 
T=[f 人 ”一 
于 +yYAT+Z7 


收敛 。 并 在 收敛 时 ， 计 算 了 的 值 。 


二 
X 一 LU 


解 作 变换 jy=v4 ， 则 


Z = W 
兰 一 | 
CQ 六 
5 zdudvdw， 
0 1+U2 + 十 W 


人 
U=rsinDcosO 
再 分 v=rsinpsnO ， 则 


Z=FCcosW 
2 2 2 2 1 
8 元 站 1 丈 2 一 | oo DO 7 四 
T = 一 |:2sin COS4% 2Sin“ COS 一 一 dr 
[ gcos”yag j 同 dr。 
对 于 上 式 中 所 包含 的 前 两 个 积分 ， 有 
“村 | 玫 由 人 
忆 sinA Ocosv bl0= 二 [zfin20j :ofcos: gj "bdsin20 
0 7 J0 
小 村 工 _ 
-二 | 本 
2 "0 2 CQC HA 
z 二 2 二 1 1 1 1I 
fsin? 4 pcos” wdop = 二 B( 二 + 二 ,二 )。 
2 O YX 
对 于 第 三 个 积分 ， 有 
2 22,2.1 2 2,221 
ca 0 7 aa 0 7 Q 0 7 
十 oo 厂 1 +oo 丰 
一 dr = | 一 一 dr+ 一 一 dr 
[ 1+F | 1+Fr? 1+F? 
六 吕 
人 
JJ 2 2 2 1 
和 所 以 积分 人 一 一 二 夏收 代 ， 而 积分 
C 7 
2 2 2 
一 二 一 二 一 一 


= 四 当 且 仅 当 盖 + 二 + 人-1<1 即 二 + 二 + 二 <1 时 收敛 。 所 以 当 


1 1+r 7 


一 二 一 十 一 开 


1 他 一 一 省 收敛 ， 从 而 原 积分 收敛 。 


C 7 
这 时 4 变量 代 换 六 =t+， 人 得 到 


过 一 区 到 
十 


一 十 一 十 一 一 ES 
ora 0 7 CE 
| dr= 二 | 8 人 这 3 
0 1+F 2- 0 1+t 2 \Q LO 7 Qa DY 


所 以 


二 B( 一 ,一 )B 也 
人 


各 让 和 


| :+ 二 四 


1 1 划 
ar aa 0 7 aa 0 7 
2242.1 
ora 7 
往 对 积分 | 2 5 一 dr ， 也 可 邻 r=tan0 ， 同样 得 到 
1 二 
2242.1 
+oo 丰 记 和 十 二 开 
dr = tan O dO 
入 ano) 


名 闷 | 
= 人 kingjs 1 2 540- 划 二 + 二 + + 
8， 计 算 
TI= ||x7 王 4-x- 帮 生 dxdy， 


其 中 D 是 由 三 条 直线 x= 0， y=0 及 x+y=1 所 围 成 的 财 区 域 ， 1m,m， 
均 为 大 于 0 的 正 数 。 


一 X 十 y 
解 fa 区 这 , 则 上 | 县 2 区 -这 变换 将 区 域 了 肌 


y=Uv ouv) 
照 成 正方 形 : 
{wwlo <U 和 1 0X< v<1。 
于 是 


工 = [urna- Jeadu[ va- VnTdv 一 B(m 十 P， P)B(n， 1 站 


OA 
工 (m 十 ) 十 门 “ 
注 当 p>1 时 也 可 以 有 如 下 解法 : 
将 积 分 化 成 


T=(Pp -|x” yz dxdyadz ; 
Q 


其 中 o 是 由 平面 x=0，y=0，z=0 与 x+y+z=1 所 围 的 区 域 。 


2 1。 
X 三 LU U=rsinDcosO 
全 。 。 百 上 4 引 到 
再 令 ,y=v2” 与 Jv=rsingpsing ， 就 得 到 
Z 二 WwW? Z=FcosO 


人 元 
T=8(P -TD 人 sin2 Orcos2n-1mD | D cos2P-3 pdp 人 。 
其 中 
区 ] . 志 
展 sm? ecos Mb- 了 及 Gin 0 0-sin2g0mdsin20= 了 Bum， 
尼 Sin 2m+2n- D COS2P-3 odD 


_ 了 人 Gin D)mn (sin”? D)P“d sin“ DO 三 BO 十 刀 ， 也 一 卫 ， 


TO 四 工 
8 2(m+n+ 一 了 
二 是 
和 
1 十 十 也 一 [LOm+Pn+DPD) 
9. 证 明 |ztan xx = 一 一 一 (wkK<1l)。 
0 CQ 
2C0S 一 一 
2 
证 tan xdx = | 2sin xcos“ XGX = 二 
0 0 2 2 2 
_ [2 人 二 - 元 ER 
2 2 2 CQ 十 1 CQ 


2Sin -一 六 2Ccos 一 一 
过 2 


10. 证 明 


『 Sin DO 人 dp 1 1+K] 芯 
0\ 人 1+ cos O 1+KcosD ITI+KAVI-K 5 和 
(0<w<2.0<K<1)。 
证 作 变 量 代 换 rt= tan5， 则 


『 Sin OO 全 dOD 二 2[ 十 oo fc-dt 
0\1+cosO 1+KcosO 0 G+O+G-Ae2 


再 人 变量 代 换 ,| (= tang， 则 


?| 十 o0 tc%-1dt 二 
0 (+ 了 +G-]Ot 


| aeaaio--2 | 上 sin“ ecosr” bb 
1 二 KK 1 天 1 二 KK 1 天 0 


_ 工 1 二 KK 天 区 和 人 委 必 之 1 二 KK r(&1r1 2 
1+K LVYL-K 2 2 1+KLVYL-K 2 2 
1 (HK 
TH 1 天 CQ 
sin 训 和 


这 里 最 后 一 个 等 式 利用 了 余 元 公式 。 所 以 
『 Sin DO 8 dp 1 1I+K] 
1+ COS 1 1+Kcosp IT+K 1 一 大 2 
2 


11. 设 0<hn<1， 正 整数 n>3。 


Ta- 2]) 人 dt> 与 下 
证 作 变 量 代 换 ft= 冶 ， 则 
m 一 3 1 一 3 


nm 一 3 
1 2 
da 2) dd= 咱 da jh2u2) d> 川 Q u2) 2 dt ， 


再 1 变量 代 换 v = sin0， 得 到 


万 工 2 到 E 了 m -2 六 1 7 一 1 
aa- dt= 川 cos ”bdg=5B 5 


所 以 


第 十 六 章 “Fouri er 级 数 


习题 16.1 画 数 的 Fouri er 级 数 展开 
交流 电 的 变化 规律 为 


1. 设 区 
五 (t= ASsin oOt ， 将 它 转变 为 直流 电 
的 整流 过 程 有 两 种 类 型 : 

由 半 没 整流 〈 图 16.1.5(a)) 
三 (0 = 人 Gin at+|snot|l) ， 

CO) 全 波 整 流 〈 图 16.1.5(b)) 
六 (= Alsin ot| ， 


现 取 o=1， 试 将 AoO 和 户 (oO 在 


有 ,如 展开 为 Fourier 级 数 。 
解 (1) wo= 二 三 Ao0dw = 反 图 16.1.5 
2 克 1 》 


1 rz 2A 
Q， = 一 X)] COS nxXdx = 一 一 一 一 【mn =2,4,6,…. 
汪 大 矿 ( ) 克 (7m2 -1T ( 必 


qu = 二 全 COcosnxdx=0， (n=13,.5,…) ; 
克 一 人 
1 "= . 人 A 

中 = 万 (x)Ssin xdx = 3 


避 ， -二 全 六 (x)Ssinnxdx = 0， (n=2,3,4…)。 
“一 克 


A A. 2A 忆 coS2Kx 
X) 一 一 + 一 SinX 
5 去 3 
1 "zx 4A4A 
(2) a = 二 | 万 ()dx = 一 
克 “ 一 和 克 》 


1 "= 4A4A 
Q_ = 一 X)] COS nxXdx = 一 一 一 一 (mn=2,4,6,... 
上 CE )， 


aq = 二 人 PCOcosnxdx=0 (Cn=13,5,.) ) 
7 

= 二 全 COsinmxdx=0， (元 三 号 Ja 
7r“ 一 克 


2A4A 44 cos2Kkx 


万 (x) 元 志 站 


2. 将 下 列 函 数 在 [-” 了] 上 展开 成 Fourier 级 数 : 
(FFCoO =sgnx; (C) FCx) =|cosx|; 


(a) 


(D) 


X 筷 [一 二 ,0)， 


下 有 \ 区 X， 
G) 100 -= 半 一 了; 4 1 人 x [0 


_ | ax XE[-- 和 0) 
G 1o0- 必 XeEe[0,7 和 ) 
解 〈1) Fo 为 奇 函 数 ， 所 以 =0，(n=012….)， 
已 = 二 人 FCOsinnxdk = 2-costnz) ， (nmn=L12,3…)。 
兢 "- 7m 克 
4 忌 Sin(2K 一 JX 
5 名 ET 


(2) Foo 为 偶 范 数 ， 所 以 训 =0，(Cn=12,3…)， 
mm- 了 人 fa- 和， 


-下 人 -2 4.6 
Q， = 了 服 三 (x)] cos nxdx = ET (mn 2, 4, 6， 局 
q = 二 | Joocosmax=0 (Cn =13,5,…)。 

宛 “- ， 
1 豆 CD cos2jx。 


元 元 扣 4K2 一 1 


(3) Foo 为 偶 范 数 ， 所 以 =0，(n=123…)， 


da0 三 = 厂 三 (x)dx -了 


Q， -二 全 三 (x)] cosmxdx 二 (nmn=12,3…)。 
“一 克 


六 (一 一 2z 人 COSPmx o 


T 工 "zx 克 
(4) mW 1 
Q， = 工 六 oocosmxax = 开 CD ， (nm=12,3…) ， 
克 "- 7 


= | 三 (x)sin nxdx = 一 
克 这 全 


En (n=123…)。 
刀 


存 2 妇 cos(2K+TDx (了 T? 
X) 一 十 Sin mxX 
站 CK+DT? nn 


_ 工 fz _Zb-q 
(5) al = | 三 (x)dx = 


Cause 大 


元 M 


一 ,二 太 (x)] cosmxdx = 


(a+D)cos(nz7T) 
刀 》 


(mn=12,3…)。 


， = 三 三 (xsin nxdx = 
有 一 丈 


所 曾 (Qa 一 - 2(a 一 D) cos(C2K 二 TDx 人 1D 这 (TDH 
克 K=0 (2K 上 + 了 mn=1 刀 


3. 将 下 列 ER : 


Wi fCO= 和 +xy， xe[0z]; CO) FCo =e-2，xe[o, 了 ]; 
2 0, 玛 )， 人 
G) ro 二 2 
7 [0 0， Xe[12]. 


1-2(-1" 
刀 


解 〈1) 已 = 二 [COsinmxdx =2. (mn=12,3…)。 
人 克 0 


三 ~ 2y 壮 2 sin nx o 
m=1 尹 


2n|1-(-D"e | 


三 二 玉生 元 
和 (4+m) (mn .2.3 


(2) 避 = 区 罗 三 (xsin nxdx = 
人 克 0 


7 一 (-1T” 一 2 克 
三 ~- 3 有 | 


?nz 了 " 2sm | 
(3) 六- 六 1osnnd = 一 一 一 一 ， (n=123…)。 
人 克 0 


克 六 


F(x) ~ 到 :Co + -sin 径 Sin nx o。 
刀 701 2 
2 12 了 
(4) 品 = 下 三 (x)sin xdx = 


2(n 一 Sin 一 ) 


2 "2 。 2 
太 三 三 X)]Ssin nxXdx = 一 -一 由 三 2,3,4…， 
用 省 大 ) 六 (n2 一 人 》 人 5 
刀 称 
7 一 党 
X) 一 一 sin < Sin X 
1 0 2 证 2 


4.， 将 下 列 酚 数 展开 成 余 粥 级 数 : 
了 foO=xr-xy,xe[0z;i (2) Foo=er xe[roz]; 


3 


in2 ? 0, 乞 )， 
和 
2 "z 克 ? 
解 (1) | fCOd = ， 
-二 「FCOcosmdk=-28z69 )， (mn=L12,3…)。 
和 克 "0 刀 
歼 2 cos2Kx 
三 ~ 6 之 9 
(2) mw- 二 TOOw = 二 CD 
2| e"(-1TD7" =-1 
aq = 二 | | (mn=12,3…)。 
7 0 


和 + 


三 zx) ~ (e” 一 1) + 人 CD'e | 本 
歼 Zn 1 二 L 


2 十 元 


(3) ao =- 三 (x)dx = 


二 生 [ 三 (x) cos2xdx ee 
7 克 ， 


4 
下 2mxXdx = 
站 三 (x)Jcos 2nXdx RE 


[| 人 n= 2,3,4…)。 


工 


太 (x) ~ 人 
夏 2 区 


m=2 


2 fz 克 
(4) ao0 一 2 三 (x)dx 一 了 3 


2 1 .7P 关 
交 ， Sin 1 jcos2Pmx o 
歼 六 一 1\Pm 2 


5 4 了 -ems 史 | 
4 全 太 (x) cos nxdx = 到 9 
二 [c 1” -es 
人 之 < Jcosnmxs 


刀 


5.” 求 定义 在 任意 一 个 长 度 为 2z 的 区 间 [awa+2z] 上 的 画 


Fourier 级 数 及 其 系数 的 计算 公 


SUW 


村 数 三 (x) 的 


解 设 /Co 了 +(oa， cosnx+b sinnx)， 风 | 
m=| 


a+2 元 a+2 克 加 
| 三 (x) cos nxdx = | 上 十 汉 (a, cOS nx 二 D Sin 中 COSIJmnXdXxX 


=1 


a+2 克 四 a+2 克 a+27 
过 | COS mnXdx 十 > (aQ， | COS JIX COS ImXdXxX +b， | Sin nx Cos ImXdx) 
Q Q Q 
P=| 


7 


一 Q 堪 ， (mmn=012….)， 


| a+27 | a+2 | 全 十 2 (q, cOSPX 二 PSin mm Sin Inxdx 


7m=| 
QG0 『a+2r ， 之 a+2 克 a+2r 
| Sin mnXdx 十 六 (aq， | COSPxXSin Inxdx +D， | Sin nxXSin Imxdqdx) 
Q Q Q 
=| 
= 已 克 ， 人 7 = 二 2,….) ， 
所 以 


a, = 人 三 (x) cos nxdx 人 7 三 0,12,… ) ) 
克 


忆 = 的 foOsinnxdx (mn=12…)。 
7 
6.， 将 下 列 函 数 在 指定 区 间 展 开 成 Fourier 级 数 : 


UL fm= 一 ， XE[0,27] ; (Cj) fx)= xz，xes[0,2z]; 
攻 ex ，xXe[-10)， 
人 TCD -1 (由 Fox) 全 站 
C， -T,0)， 
加 1- 人 “各 人 (是 常 娄 ) 


解 (1) aq = 二 三 oOcosmdx=0， (m=012…)， 
克 0 


避 -二 全 所 二 全 上 (nmn=12,3…)。 
区 及 


太 (x) ~ 人 
7m=l 六 

(2) oa = 一 全 FoOdx -3 

4 


(CEIT2 3 


Q,， = 三 (x)cos mnxdx = 
克 0 


避 -二 全 二 (mn=L12,3…)。 
和 及 


4 | 
F(x) ~ 交 十 公证 cosmx-sam mr o 
nm 


1=1| 


(3) wmw= 2 FoOax=1， 
Q, = 2 三 (x)cos27znxdx =0) 人 有 = 2,3… ) ， 


咏 = 2 三 (x)sin 27mnxdx 三 人 P =12,3…)。 


M 克 
一下 志江 

FJ 二- 一》 一 Sin 27zmnxX o 
2 7 n=l1 六 


(0 ww= 人 六 1eoax=sd-e9， 


1 3 本 
0 = 汪 1COcoszmdx=azl (-1T e” |， (mm =12,3…) ， 


b =fCOsinrnxdx=ae[ 1+( D"e ?|]， (mn=123…)。 


oo 1_Tnop-3 1(_TNn 汪 | 
> 人 了 0 区 sinmzx |。 
6 m=1 mn 7 十 9 


mn2 和 二 9 
(5) al0 = 人 太 (x)dx =C ， 


1 “7 
Q, 三 及 fCOcos 了 人 =0， (元 十 交 35 刀 


1 "7 ， 和 FnX C 
Us 三 (x)sin d = 二 | 1+ (下 小 (Cn=L12,3…)。 


和 Sin 下 
2 过 所 2n-1 T 


7， 某 可 探 硅 控制 电路 中 的 负载 电流 为 


0， 0<t< 了 ， 
TI(D=14- ， 
5Sinwt，T<St< 了 ， 


O 〇 


其 中 为 圆 频 率 ， 周期 7= 地 。 现 设 初 
始 导 通 时 间 了 =- ( 见 图 16.1.6)， 求 ro 
在 [0.T] 上 的 Fourier 级 数 。 


2 'r 5(V2 -2) 
解 = 了 | 1COd= 一 


图 
a= 二 | RN 16.1.06 
上 工 4 克 ， 


dx = 一 
2 克 


2 07 27CIX D| II (n+ 了 元 
Q, = 三 (x) cos 本 0S 一 


工 (7 一 思 和 元 2 
一 -一 一 一 COS 十: 
P 十 工 4 一 工 4 7 一 工 


(mm = 2,3,4…) ， 


2 "7 ， 27X 5(7Z7+I2) 

局 = 一 xX)]Sin dx = 

| 

已 = 二 六 NE 天 人 二 
旺 0 下 2 和 | n+1 4 7 一 工 4 


(n=2,3,4…)。 


三 (x) 一 -02 V2) 2 二 Sin Oft 
4 克 4 47r 8 


5 忆 | 1 (n+Dzr 1 (na -TDz 2 
一 CO09 一 一 COS 加 
2 人 n+1 4 nm 一 1 4 mn2 一 1 


攻 mL 


5 忆 |1 ， Cn+bDr 1 CD 
本 SInPOto 


277 nm22L 7 二 工 4 几 一 
8. 设 foo 在 [zz 上 可 积 或 绝对 可 积 ， 证 明 : 
dd， 知 对 于 任意 xs[-zz， 成 立 foo = fx+ 阅 ， 则 ai1=D =0， 
CO) 和 若 对 于 任意 xs [一 和 过; 克 ] ， 成 立 三 (x= 一 三 (x+ 元 ) ， 则 aqa, =D=0. 
证 (了 ) Q，1 = | 太 (x) cos(27 一 ])xdx 
有 人 


-二 | 0 AGOcosCn-Dxax+ 二 「 fOocos(2n -TDxdx 
1 克 。0 
-二 「 ADcos[Cn-Dt-Cn-Dzrldt+ 二 | 1 Cocos(2n-Dxdx (L= x+ 厂 ) 
克 "0 元 J 
=0，(n=12,3….)， 
Di = 二 人 7COsinC2n-Dxdx 
7 一 
| ”fosinC2n-Dxdx+ 二 | “ FCOsin(C2n-Dxdx 
0 克 。0 
-了 | fdOsin[Cn-Dt-(Cn-Dzrjdt+ 二 六 六 (x)sin(2n-TDxdx (= x+7 熏 ) 
交 、1 克 J0 
=0，(n=12,3….)。 
( 弥 澡 | 2 太 (x)cos(2nx)qx 
光 = 
- 工 | ”CocosCnodx+ 工 六 FCOcosG2noax 
1 克 。0 
四 一 | “DeosC2nt-2nzdt+ 二 三 FocosC2nmodx (= x+ 右 
到 元 J0 


=0，(n=123…)， 


到 | F(x)sin(2mx)dx 
7 一 罗 
二 | 三 (x) Sin(27PxX)dx 十 会 民 三 (OO sin(27mx)dx 
人 克 0 
宣 | “一 FDsin(2nt- 2nmdt+ 二 六 fCoOsin(2nxjdx (t= x+ 丰 
IC 0 克 0 


=0，(n=12,3.….)。 
9 设 fo 在 (oz/2 上 可 积 或 绝对 可 积 , 应 分 别 对 它 进行 怎么 样 的 延 
拓 ， 才能 使 它 在 [zz 上 的 Fourier 级 数 的 形式 为 


() 100 ~ 并 ou cosC2n-Dx; (2) 所 
解 〈1) 显然 ， foo 为 偶 本 数 ， 而 且 


二 | 三 (x) cos(C2nxX)dx 
并 0 


一 到 站 三 (x) cos(2mnx)]dx 人 三 (x) cos(2Pnx)dx (全 1 二 克 一 X ) 
元 郊 * 地 

福王 f 三 (x) > 站 三 ( 茎 一口 cos(2nt)dt 
泛 间 克 "0 

本 癌 | foO+ FIz-x]cos(2nx)dx =0， 
人 

所 以 
三 (x) 十 1z-x=0， 


于 是 foo 可 以 按 下 面 方 式 进 行 延 拓 


一 Fr+X) X GE 和 


册 F (一 x x < 多 
F (9 = 
Fo xs (0 


一 三 一 加 xs (如 


《2) 显然 ， fo 为 奇 画 数 ， 而 且 
D，; = 二 六 Cosin|(2n-Dx]dax 


人 FoOsin[(2n-Dx| dx+ 二 六 foOsin[(2n-Dx]dax ( 舍 ft= 和 -yx) 
元 有 元 “了 


人 foOsin[Cn-Dx]ax+2 f(z-bsin[(2n-Dt]dt 
克 "0 无 
-二 [:[1Co+ fr-]sn[(2n-Dxjax =0， 
所 以 
放 OO+ 帮 z-x=0， 
于 是 f(oo 可 以 按 下 面 方式 进行 延 拓 


flr+m xs 1) 


有 2 人 疝 
六 (x) = oO 


克 7 


三 x) 2 
一 丰 (r 一 加 xs (了 如 


1]0， 设 周期 为 2z 的 函数 fo 在 二 xx 上 的 Fourier 系数 为 co 种 , 求 下 
列 本 数 的 Fourier 系数 届 种 : 
(GD) 9g(x) = FCx; CO) hx)= fx+C) (C 是 常数 ) ; 


(于 三 fofex=-oDdu 《假定 积分 顺序 可 以 交换 )。 
克 人 
解 (1) G， -二 「 gCOcosmxdx= 二 六 三 (一 x) cos nxdx (他 ft= -x ) 
“一 克 “一 克 
-二 三 (cos mntdx ， 
“一 克 
所 以 
0 =a， (=012…)， 
D = [ gCOsinnxdx= 二 六 三 (-x)Ssin nxdx ( 令 t=-x ) 
“一 克 “一 克 
= f(Dsin ntdx ， 
克 志和 : 
所 以 


D， = 一 (=12,…)o 


(2) 因为 x+ Ce[ 记 和 如 ， 所 以 xs[-z-cGc,zr-Cc]。 


G -二 [ 敌 hoOcosmxdx= 二 [和 三 (x+C)]cosmnxdx ( 令 t=x+C) 
汪 一 Z 一 C 克 一 科 一 C 
= | 三 (DO cosn(t 一 C)dx 
7 芝 : 
-二 六 矿 (D cos nt cos ncCdx+ 二 六 F(Osin ntsin nCdx 
江天 7r“。 一 克 
=a,CcoSnC+Tb sinnC (nn=012…)， 
P -二 [ 敌 hoOsinnxdx= 二 [于 帮 (x+C)Jsin nxdx (全 ft=x+C) 
浊 : 三 友和 台 克 一 克 一 C 
-二 「 F(Dsinn(t-C)dx 
7 风 务 
导 三 (DOsin ntcos ncCdx- 二 六 F(OcosntsinnCdx 
江 、 不 “一 克 


=b cosnC -asSinnC (nn=12…)o。 


(3) G， -二 FCOcosnxdx= 二 厂 局 1Oforodjesme 《交换 次 序 ) 
克 "-z 克 "-z| 大 


-二 六 四 forDeosmxek 六 (DOdt 
| O 

当 n=0 时 ， 

| _1fz 二 

5 站 三 三 fa-od|fod 二 三 mwf(Ddt=ai， 

当 n>0 时 ， 

人 -二 四 ”fx-D[cosn(x-Dcosnt-sinn(x-Dsin nd FDdt 

友 。- 开 | 友 。 一 克 

-二 [Co cosn-bsinnDFDdt = 吧 - 忆 ， (=12,…)。 

ee 


D = | (xX)sin mxdx= 二 六 局 三 (0 orDd|esma 《交换 次 序 ) 
Fr “一 克 了 


-二 六 国 记 forDeosmxek 三 (Ddt 
克 -7| 大。 


一 歼 


-二 六 | foroinnr-DcosntrcosnG-Dsnngdx| 三 DOdt 
7 7| 大 ” 开 


= | (b cosnt+a, Sinmnt) 丰 (Dat = 2a,D， (=12,…)o 
7 一 克 


己 


习题 16.2 Fouri er 级 数 的 收 剑 判别 法 


1， 设 w(9 在 [0+) 上 连续 且 单 调 ， lim w(CO=0， 证 明 


1im 三 w(x)Sin pxdx=0 . 


了 一 +oo 


证 因为 lmywCO=0， 所 以 存在 Y>0， 使 得 当 x> N 时 ，lwCOkl。 利 


用 积分 第 二 中 值 定 理 可 得 


全 。 二 4 
太 w(xX)sin px dx -yanj Sin Pxdx+y(q| Sin Px qx 


< | Sin Px dx 


4 昌 
直 Sin PX dx 


CSWAw 
忆 


因此 


| 和 w(xSin pxdx| < 交 从 而 


Tim 人 w(x)Sin pxdx=0o 


而 由 Riemann 引 理 ， 


lim | w(xX)Ssin pxdx= 0o 


因此 


1im | 区 w(x)Sin pxdx= lim | w(xX)Ssin pxdx+ lim | w(x)Sin pxdx=0o 
D 一 +ow 0 D 一 +oow 0 D 一 +ow。 和 


2， 设 画 数 w(w 在 [一 可 上 可 积 或 绝对 可 积 ， 在 v= 0 点 连续 且 有 单 侧 


导数 ， 证 明 


U 
COS 二 一 COS PU 


歼 计 克 LU 
lim | w(U) 证 du= 人 3 o 
2Sin 一 
2 
U U 
COS 一 一 COS PU COS 一 一 COS PU 
证 |yw 一 全 一 一 必 = ww-=yCcaoO 一 一 du 
0 2 和 


由 于 


U 


im 人 - im (WO-w(OD-[w(-O-w(O)] 2 一 : 0 
U 一 >U 十 2sin 二 U 一 >U 十 了 sin 二 
2 2 
可 知 本 数 多 岂 -Y%CW 在 [0, 了 上 可 积 或 绝对 可 积 , 由 Riemann 引 理 可 得 
三 [wd -ywCOlSsPudu 
站 “ Sin 一 
2 
于 是 
U 
所 同 三 一 仙 0 下 帮 风 
多 (CU U 迪 ( 人 一 w(-U]cot 一 qu 
下 2sin“ 人 
3 
-5 [xyCO] 空 尼 一 一 0， (pH+oo)。 


sin 二 
2 


设 本 数 yw 四 在 [-5s,5] 上 单调 ， 证 明 


Sin PU 


im |ya-Job+ryo 吉 圈 王 du=0， 


证 |ra-Jwonbrva- 串 严 中 


= 人 ya-y0ODT+CO-y0- 让 于 必 轴 


Sin PU Sin PU 


= 区 -wy0 于 世 +| CO 天 玫 w， 
因为 ww 在 [-5,5] 上 单调 ， RE 
单调 ， 利 用 Dirichlet 引 理 即 得 结论 。 

4. 证 明 Dirichlet 引 理 对 yo 是 分 段 单调 有 界 画 数 的 情况 依然 成 立 。 
证 由 于 ww 在 [0,5] 分 段 单 调 ， 所 以 存在 5 s(05)， 使 得 ww 在 [05] 
上 单调 ， 从 而 满足 Dirichlet 引 理 条 件 。 由 于 在 [&,5] 上 yo 分 段 单 


调 有 界 ， 所 以 ZW-Y(oD 在 [5,5] 上 满足 Riemann 引 理 条 件 。 于 是 
UL 


lim 估 人 en Pudu 
U 


也 一 oo 


= lim sin pudu + lim | sin pudu =0。 
了 一 oo P 一 oow0i 


5. 证 明 Lipschitz 判别 法 的 推论 。 


证 - 节 531 设 丽 攻 于 罗 = 丰 出 邦和 害 训 > 当 斌 示 有 村 
U 一 0 以 


成 也 


WOD 一 图 (0+) (一 w(O+) 
0 LU LU 


fcsm-foe <， 
U 


令 工 导 AI+1， 则 有 
| 六 x+WO- 帮 x+ 长 五 ul 
同 理 存在 5 > 0 与 亏 >0， 当 0<u<8 时 ， 有 
| 帮 x 一 IO- 帮 x-) 攻 瑟 |ul。 
于 是 令 5= min{fo,5}， 工 =max 伍 , 厂 }， 当 0<u<6 时 ， 有 
| 帮 x 土 站- 帮 x+) 氏 工 | 
所 以 foo 满足 Lipschitz 判别 法 的 条 件 ， 推 论 成 立 。 
6. 对 8$16.1 的 习题 2、3、 外 6 中 的 函数 ， 验 证 它们 的 Fourier 级 数 
满足 收银 判别 法 的 条 件 ， 并 分 别 写 出 这 些 Fourier 级 数 的 和 函数 。 
解 容易 验证 这 些 函 数 都 是 分 段 单调 有 界 ， 因 而 可 积 或 绝对 可 积 ， 所 
以 满足 Dirichlet-Jordan 判别 法 的 条 件 。 
习题 2 各 本 数 Fourier 级 数 的 和 酚 数 为 


1，Xe(0, 和 万 )， 
(1 工 ) 0 瀛 三 :0 十 页， (2 ) |cosx| ” xe[- 和 和]。 
》 
一 上 X E (一 站 0)， 


(3) 人 XE[ 一 元, 元 | 。 


0， XeEe[0, 声 )， Dx， XE[0, 黎 )， 


(4) 二 X 三 土 克 ， 吉 (5) 他 = 交 本 党 主 六 7 


X， X E (一 7 0)， QX， X E (一 六 ,0)， 
习题 3 各 范 数 Fourier 级 数 的 和 本 数 为 
X 十 克 ， XE (0, 黎 )， e 5， XeE(0, 生 )， 
(1) 0， X=0, 士 rz， o (2) 0， 文 三 (十 有 
X 一 万 ， XeE (一 关 ,0)， 一 e2， X E (一 友 ,0)， 
2X， X E 人 
二 -过 5X 
COS 一 一 ， XeEe(0,1)， 
0， 区: 笠 郊 ; 芝 
(3) Foo= 。(4) 40， x=0xe[L2]U[C2,-1,。 
7 X E 人 克 )， 。 
-cos 歼 ， Xe(-L0)， 
克 2 
一 人 ， 3 


习题 4 各 本 数 Fourier 级 数 的 和 本 数 为 


(1 ) zlxl-x，xe[-z,z]。 (2 ) 虹 ，xe[- 称 厅 。 


，Xe[-- 声 和 ]。 


sin2|x|， XE (一 卫 , 工 )， 克 
G3) | 人 


黎 
案 医 寺 
2 


习题 6 各 本 数 Fourier 级 数 的 和 本 数 为 


(1 ) XeEe(0， 2 三)， (2) X2， Xe(0， 2 克 )， 
oO 272 o 


0， X=0， 27 矿 . X=(0， 27 克 7. 
X Xe(0, 1])， 
(3) 1 oO 
一 X 一 0,， 1. 
2 
? Xe(-L10)， 
0， XeEe(0,1)， C， Xe(-T,0)， 
二 。(5) foo=40， xse(0T),，。 
2 个 
e-3 和 X = 0, 土 C， 


利用 六 态 = 碟 -， 证 明 : 


证 “上 ) 由 立志 = 乞 可 得 


0 
2 


所 以 


1 1 I e 工 1 7 27 克 
1 十 十 …. 2 二 一 二 
2 mn2 六 (202 6 24 12” 


8. 求 snx 全 部 非 雾 雾 点 的 倒数 的 平方 和 。 
解 sinx 全 部 非 雾 零点 为 住 rz+2zr,…,+tnz}， 所 以 其 倒数 的 平方 和 为 


工 < 工 2 亡 1 1I 
3 


全 (n7 (一 AZ) 和 nl 
9， 证 明 下 列 关 系 式 : 
d) 对 0<x<2zr 且 az0， 有 


克 e 全 | 


1 人 
了 | 
26” 冠 a2 十 凡 


(2 ) 对 0<x<2z 且 a 不 是 自然 数 ， 有 


Sin2ar 忌 asin2azrcosnx+Pn(cos2a 关 -Tsinnx . 
和 克 COS QX = + 》 一 ， 


2 2 
m=1 Q 一 六 


对 局 7 全 轴 工 有 


=1+ 2a 3 人 


Sin a 克 安 轩 5 一 


证 ( foo=zre 在 (0,2z) 上 单调 连续 有 界 ， 所 以 它 在 [02z] 上 的 
Fouri er 级 数 在 (0,2 站 上 收敛 到 自身 。 由 


au = 工 f foocosmdx = 5 (Cn=0,12,… .) ， 
友 " @ 十 全 


ee 


对 十 放 


= 二 [oosinnxdx=- (Cn=12,3… 二 上 
克 0 


可 知 〈1) 式 成 立 。 
(2) foo0=rcosax 在 (0,2z) 上 单调 连续 有 界 ， 所 以 它 在 [0,2z 直 上 的 
Fouri er 级 数 在 (0,2z) 上 收敛 到 自身 。 由 


aSin 人 


-| 六 (x) cos nxdx = ，(n= 012…)， 


= 二 [7 人 (Cn =12,3… )， 
到 Q ”一刀 
可 知 〈《2) 式 成 立 。 


(3) 对 CC)， 令 x=z， 利 用 sin2ar=2sinarcosar， 有 


Sin2arr 忆 daSsn2azrcosPn 普 
和 COS a7 = +>》 一 一 一 
本 aq 一 刀 ] 


Sin arr coSs a 克 > 刀 (一 ] 
人 
aq | 六 | 


所 以 〈3) 式 也 成 立 。 
，() 验 证 函数 
-| 本 6 
0， X=0 
满足 Dirichlet-Jordan 判别 法 条 件 而 不 祷 足 Dini-Lipschitz 判别 
法 条 件 。 
(2) 验证 酚 数 


f00- 人 ， X 关 0， 


满足 Dini-Lipschitz 判别 法 条 件 〈 今 后 会 学 到 ， 它 不 满足 


Dirichlet-Jordan 判别 法 条 件 ， 在 此 从 略 )。 


证 〈1) Fo0 是 偶 本 数 ， lim fCOO= 0， 且 当 x>0 时 ，f(CoO=- 


》 


寺 
6 果 
所 以 foo 在 盖 相 上 是 分 段 单 调 的 连续 函数 ， 满 足 Dirichlet-Jordan 判 
别 法 条 件 。 但 对 于 任意 的 ws(0.U， ge 所 以 

foo-fobl 1 


CC 
人 人 
un 一 
2 克 


无 界 ， 因 此 fo 在 x=0 点 不 满足 Dini-Lipschitz 判别 法 条 件 。 
(2) 当 xz0 时 ， Co=cos 过 + 二 sn 二 ， 导 数 存在 ; 在 x=0， 成 立 
10+ 由 -可 HIxcos 寺 国 x|， 
即 满足 Lipschitz 条 件 ， 所 以 foo 满足 Dini-Lipschitz 判别 法 条 件 。 
今后 会 学 到 , 对 任意 的 5>0，fo0 在 区 间 [-5,5] 上 不 是 有 界 变 差 本 数 ， 
所 以 不 能 写成 两 个 单调 有 界 本 数 之 差 。 


习题 ”16.3 Fouri er 级 数 的 性 质 


1 由 例 16.1. 2 的 结 


( JR 
X、~2>， sin mx ， X E (一 六 , 克 ) ， 


用 逐 项 积分 法 求 澡 和 xs 的 Fourier 级 数 。 
解 ”由 于 X 在 [- 二 如 有 界 可 积 ， 其 Fourier 级 数 可 以 逐 项 积分 


》 
吕 oo 总 (-1T 呈 . 
X” = 2| td =4 2 | ,一 一 sa mtdt 


OoD 


-4 了 


m=| 


0 4> 二 一 了 44 袜 二 cosnt( 习 是 16.2.7.()) 


-二 4 之 COSPnX ， XeE[- 和 和 克 ]。 


对 3 的 Fourier 级 数 逐 项 积分 ， 


x x 克 ” fx (一 ]” 
x -3 ede= 引 w+122 | 了 CoOSs mtdt 


三 :并 or Sin PX 


去 罗 (-” 5 17) 


Sin nx ， Xe (一 交友 ) o 


2. 证 明定 理 16.3.2 的 推论 16.3.1: 生 + (oa CosSnx +D， sin nx) 是 某 个 


m=1| 


可 积 或 绝对 可 积 西数 的 Fourier 级 数 的 必要 条 件 是 立 2 收 伍 。 


da ee 
FoO ~ +> (acosnx+D sin mnx)， 
nn=1 


办 


F(x) = 17o- 玫 | 


根据 定理 16.3.2 的 证 明 过 程 ， Fo 满足 Dini-Lipschitz 判别 法 的 推 
论 的 条 件 ， 玉 (x) 可 展开 为 收敛 的 Fourier 级 数 


太 (X) - 印 + 袜 | -coswsasnm )， XE[- 和 郊 , 克 ] ， 
P P 


m=| 


今 x=0， 得 到 F(D= 入 -六 鱼 ， 这 就 说 明了 级 数 祥 生 收 敛 。 


3. 说 明 级 数 2 和 “点 点 收敛 ， 但 不 可 能 是 任何 可 积 或 
绝对 可 积 本 数 的 Fourier 级 数 。 
解 对 于 任意 固定 的 x， 二 | | 二 | 单调 趋 于 0， | 冯 angj 有 刚 


根据 了 richlet 判别 法 ， 福 宇 宪 和 全 <“ 收敛 。 


ln jn 


因为 立 = 立 二， 和 立 都 是 发 散 的 ， 所 以 这 两 个 级 数 不 


可 能 是 可 积 或 绝对 可 积 画 数 的 Fourier 级 数 。 
4， 利用 例 16. 1. 1 的 结果 


fs xc<[-0) 1 2 亡 sin(2n 一 TDx 
xe[0,z) 2 8 刁 2 一 1 


、 克 ” 
和 Parseval 等 式 ， 江豚 屋 证 


证 ”因为 foo 在 广 ” 可 可 积 且 平方 可 积 ， 由 Parseval 等 式 ， 


1 rz r2 _ 工 和 _ 工 < 2 
富 隐 。 ws Re 1 


所 以 


5， 利 用 例 16. 1. 2 的 结 


1 | ~ 二 > 让 -668 


一 X xe[ 记 0) 熏 元 这 


和 Parseval 等 式 ， 求 


mi=1 人 1 


解 ” 因 为 fo 在 [二 本 可 积 且 平 方 可 积 ， 由 Parseval 等 式 ， 


次 
1 ivzr ，， 21zr ， 天 汉 光 和 7 症 4 
二 dx = 二 dx = 全 
用 同人 二 习 元 拓 | 


所 以 


2 1 2 fa 
三 -3 司 国 96 
6.， 利用 


2 _ R (-D” 
3 7 
m=| 


和 Parseval 等 式 ， 求 》 


=L1 尹 


解 ” 因 为 foo 在 [- 志 如 可 积 且 平 方 可 积 ， 由 Parseval 等 式 ， 
| 
了 | 户 COax = 二 | xdx 人 吨 ] + 人 


2 
n=1\ 尹 


所 以 
| 
7. 设 fo 为 Co+o) 上 以 2z 为 周期 ， 且 具有 二 阶 连 续 导 数 的 酚 交 
记 
村 这 一 | fcosnnxax， 以 = 一 三 Poosinnxax。 


证 明 : 若 六 六 绝对 收敛 ， 则 


中 BT<il2+ 玉 g 
证 “利用 分 部 积分 法 ， 
册 二 二 认 f"(COsin nxdx 
-了 | sinml -中 - Pocosmxax 
汉 地 |- focosmx -nosa mxdx| =-n2bD ， 
由 于 
-了 二 nb 外- 革 二 + 【人 
所 以 
呈 W5T< 引 袜 二 + 训 -让 于 + 总 如 引 2+ 玉 站 
8.， 设 foo 为 (-o,+o) 上 的 以 2z 为 周期 的 连续 本 数 。 证 明 : 大 fo 的 
Fourier 系数 全 为 雾 ， 则 foo =0。 
证 ”由 于 foo 的 Fourier 系数 全 为 雾 ， 利 用 Parseval 等 式 ， 可 知 
卜 fz(odx=0。 再 由 Foo 为 连续 范 数 ， 即 可 得 到 fo =s0。 
9. 设 fo 是 周期 为 2z 的 任意 一 个 连续 函数 ， 证 明 对 于 任意 给 定 的 
>0， 存 在 三 角 多 项 式 


迪 ,(X) = 二 y(A， COS Kx + 号 ,Sin Kx) ， 
使 得 
| fco -COldx<e。 


证 设 Foo 的 Fourier 级 数 为 
F(x) ~- | (a, cosnx+businnx)o 


4 


因为 foo 是 周期 为 2z 的 连续 函数 ， 由 Parseval 等 式 


oo0 2 
可 知 ve>0，3N，vn>N， 3 分 
2 克 


K=m+1 


WwW (xX) = 人 coSskx+pbsinkx) (nn>N)， 
K=1 


则 由 定理 16.3.3， 
工 (= 2 S 2 人 
| .1700ACOP wx= 之 (% +&)<5z。 
于 是 


| OACOlas 由 TOACOPax | ax 
2 1FCOO- COPax<eo 
克 克 


习题 16.4 Fourier 变换 和 Fourier 积分 


1， 求 下 列 定义 在 (-oo+oo) 的 酚 数 的 Fourier 变换 : 


() ro- 必 CC) Foo=er， a>0; 


9) foO=e，a>0 人 几 1 人 


Acosmwx，| xs 0， 白 A 光 元 
C) 879 | 0 本 约 ， 


解 (1) Fw) 二 三 F(x)e -xdax 三 『 4Ae ax = 全 (- ee5] 
这 iw 


(2) Fw) 生 广 F COerexdx 瑟 用 erax+| ea-ioxgx 


工 工 2a 
于 本 2 8 
QQ+IO da 一 IO 9 十 中 


十 oo 
一 00 


(3) Fw) 三 广 Foe -dx =:| eof ioxdx 一 er cos OOxdx 


-2 eeos 信 4 一 ( 利 用 例 15.2.8 的 结果 
2 Q Va 


1 
2+iw ” 


(人 Fa 四 = 六 Jooeea= 六 eerorax- 


(5) Fw) 二 | Foe -dx = 人 4cos OUXe xcdx 
= | Acosmwixcos wxdqx 〈 虚 部 为 奇 画 数 ， 积 分 为 0) 
Ai5 
二 宁 [cos(w 一 @)xX+Ccos(O 十 四)X]dx 


Sin(@O 一 如 )0 ，Sin(O+@)O 


(@-o) (O+Cb) 

2. 求 foO=ex (xs[0+ko，a>0) 的 正 艾 变换 和 余弦 变 换 。 
解 正弦 变换 : 

Fw=| foosinoxdx =| esinaoxdx= 


余 纹 变换 : 


弛 
@ 十 中? 


dQ 


O 
a2 十 oO” 


F (JW) = | 人 太 (x) cos Oxdx = 三 e “Cos OXdx = 


、 e“，X> 0， in x， 0< 要 LA 
3， 设 ACo = 户 (CO = “55 求 思 在 Co0a 
0， X< 0， 0 其 它 


解 记 FOO= fx*pPoO=P*hoO=[sinDfx-Ddt， 考虑 ts[0, 本 ]， 


当 x<0 时 ， fx-D=0， 所 以 FoO=0 ; 
当 x> 二 时 ， fx-D=e29， 所 以 


1 下 
F(OO=er 上 ersin(Ddt = 是 e2) ) 


当 0< xs 三 时 ， io-9- 必 ” x>t ， 所 以 


》 
X<f 


x 1 
下 (=e 人 e sin(Ddt = 本 (Sinx 一 coSxX+e )o 


0， X< 0， 
下 六 本 元 
六 * 廊 (x) = 人 )， 0 


1 2 
二 e“(1+e2)， 人 
2 2 


16.5 ”快速 Fourier 变换 


| 
圈 


1. 说 明 离散 Fourier 变换 X(O)= xme25gy 可 以 看 成 Fourier 变换 
放 (oO= 人 fooe ”ax 
的 离散 近似 形式 的 推广 。 
解 假设 wo>0 


(2 


放 wO=| Foe “zzdx = y》 fnAxme ”2 Ax ， 
取 Ax 使 2 ~ 二 ， 证 放 E， : 出 天 为 整 尾数 时 ， wam -Wan。 于 是 


fw) = >W， 贞 f((KN +mAxX)Ax ， 


K= 一 oo 


记 xm= 》 fkUN+mAOAx， 所 以 


XOD= fw =>wnxD=>xme v。 


2. 证 明正 区 关系 陈 


1 AL _2zi 2 克 总 
SEE 和 N TN 一 0 
二 OKo 


IN 0 小 ， 
解 显然 ， 7 一 大 时 ， 二 这 二 
下 面 考虑 jz ko 不 妨 设 ) <Ko。 根 据 当 5z*1 是 方程 xx =1 的 一 个 根 时 ， 


和 =-1 2zikk 一 旋 RE 
有 了 姑 =0， 人 <5=e zl， 则 2 拉 =ex2 =1。 于 是 
nm=0 


N-1 1 RCI _2zio 27rink 1 xl > PK 一 旋 
0 
mn=0 六 mn=0 mn=0 


3， 设 NW=pqg (pqsN)， 构 造 只 需 o(p+qN) 次 运算 的 Fourier 变换 


CD 


算法 。 
解 “ 仿 W-e ， 则 K 为 整数 时 ，wWww -w"。 假 设 


j = 六 9+ J， 矿 =0,1…, 有 一 万 = 0,1 ,9 一 


mn 三 由 D+mn，Pmi=01 9-1 mn=01 ,P-Lo 


人 -| 2xi 了 N=-1 
X(OD=Yxme- x(DW 
mn=0 mn=0 

Pp=-1 9=-!1 
X(mP 再 mn JW net) 


no=0m=0 


D 开 d-1 


二 (nmPDP+m)Wn"o2 5 


dg=| 


固定 ) ， 计 算 >》xmp+m)w' 需要 4-1 次 乘法 〈nm =0 不 需要 做 乘 


mi=0 


法 )， 对 于 相同 的 六 ， 乞 xmp+m)W"" 是 相同 的 ， 无 需 重 复 计 算 ， 所 


婧 二 


有 此 类 和 式 共 需 a(q-1D 次 乘法 。 对 mm 求 和 需要 (p-DN 次 乘法 ， 所 以 ， 
总 共 需 要 qq-D+(p-DN=O(Cp+qgN) 次 乘法 。 

4. 对 =2， 有 具体 写 出 以 2 为 底 的 FFT 的 计算 流程 。 

解 证 则 w*=-LwWs=1。 可 得 计算 公式 


汪 
X( 门 = 》x(ODW”， 了 = 01…,7. 


=[x(0)+(-D;x(4]]+W5i[xGD+(-Dix(5)] 

+W {[x(C2)+(-D:x(6)]+W'[x(G3)+(-D'x(7)]j。 
计算 流程 
第 一 步 : 


x(D=x(D+x(Gi+4)， 
xi+4 和 =WixD-xGi+4]i=0,12,3. 
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第 二 步 : 
X2>(i X(D) 币 Xi 二 2)， 
xu(i+2)=W2[x (iD-x(i+2)],i= 0,14,5. 
第 三 步 : 
XG)= 罗 (D+z(Gi+1D)， 
XI(i+4)= 六 站 一 2(i+TD,i= 0,2， 


X(D=x (+3)+X (+4)， 
Xi+4)=%(i+3) 一 (+4)i=3. 


计算 实习 题 
(在 教师 的 指导 下 ， 编 制程 序 在 电子 计算 机 上 实际 计算 ) 

1. 利用 现成 的 数学 通用 软件 (如 MAITLAB、Mathematica、Maple 等 )， 

对 于 N =32,64,128  : 

山 ， 生 成 实数 序列 {x(O] 忆 ) 

C) 用 FFT 计 算 {x(0} 语 的 离散 Fourier 变换 序列 {XCD 当 

G) 作出 fx(0o 和 1XCOD 的 图 并 进行 分 析 〈 参 见 图 16.5.4) ; 

帆 “ 设 定 o>0， 将 11XCO) 中 满足 1XCOk ca 的 数据 全 部 置 为 雾 ， 

再 进行 离散 Fourier 逆 变换 ， 将 得 到 的 数据 与 {x(0o} 比较 ; 

5) 改变 5 的 值 ， 重 复 四 ， 分 析 不 同 的 对 逆 变 换 所 得 到 的 数据 
的 影响 。 
解 ” 源 程序 为 
functi on exl601(N 
t=0: N 1; 
X=randn( N 1])*20; oandn 
yfft(z N; 
Z=abs(y) ; 
plot(t,X Ht Zz oO) 
9%0 
delta=imnput (' 请 输入 误差 ' ) ; 
for 1=0:N1 

if Zz(i+1)<delta 

Ai+Ua0 

end 
end 
Z=real (ifft(y) ); 
pPlot(t, 十 机 0 ) 
运行 结果 分 析 : 以 N=128 为 例 。 本 程序 数据 是 随机 产生 的 , ”+” 为 
原始 数据 , ”o” 为 变换 后 的 模 的 数据 。 


500 


-100 


取 5 =5， 将 {1XC 中 满足 1XChk ea 的 数据 全 部 置 为 雾 ， 再 进行 离散 


Fourier 逆 变 换 。 +” 为 原始 数 寺 
导 {x(0O} 比较 几乎 重合 


名 印 100 


到 -50， 同 样 处 理 后 得 


习 


加 


J 人 4 人 人 人 
0 困 可 名 色 100 120 
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取 &% =100， 同 样 处 理 后 得 到 的 数据 ， 导 {x(0o9} 比较 误 送 请 晰 可 见 ， 但 
不 很 大 。 
9 再 号 本 
0 5 E 四 
上 用 @ 和 当 
和 
1 上 + 己 好 1 信 
ol 9 全 地 忆 旦 9 be。 
二 改 
可 了 地 5 9 网 5 9 ?ai 
20+ 拿 革 8 汪 审 
- 习 币 o 
.如 志 ， 旦 ， 里 . 
0 2 如 6 而 识 宣 


由 于 数据 产 不 同 ， 结 果 会 有 所 差异 

2.， 对 于 =32, 64,128 ， 

产生 两 个 实数 序列 {x(OoOf 和 {y(OOH 

(C2) 用 直接 方法 计算 co 和 ty0o) 的 耸 积 {z(JR 
G) 改 用 离散 Fourier 变换 的 思想 ， 用 FFT 计算 {z(o)} 
(结合 N 比较 两 种 算法 所 用 的 时 间 。 

解 ” 源 程序 为 

functi on t=exl1602( 

X=randn( N 1])*20; oandn 

y=randn(N 1])*20; %andn 

tic "% 策 动 秒表 


吃 =COPV(X y) ; 


oo” 为 冒 雪 后 变换 得 到 的 数据 ， 


生 


for 1i=0:N1 
Z(i+1l) =0; 
for j =0:i 
Z(i+1)=Zz(i+lL) +X(j+l) xy(i-j+l); 
end 
for j=+L:NI 
Z(i+l)=z(i+l)+X(j+l)xy(NH-j+lD); 
end 
end 


t1=t oc; 9% 针 时 
tic; 
Xl1=fft(X N ; 
yl=fft(y | 
Z]1=ifft(X1.*y1) ; 
t2=t oOC; 
t=[tl,t2]; 
分 析 : 
计算 所 化 时 间 与 使 用 的 计算 机 性 能 有 关 ， 由 于 计算 机 计时 器 的 最 
小 单位 较 大 ， 对 于 较 新 的 计算 机 ， 即 使 对 于 N=128， 所 化 时 间 几 乎 为 
0。 而 且 由 于 耸 积 采用 代码 解释 执行 速度 较 慢 ，Fourier 变换 采用 内 部 
函数 速度 很 快 ， 用 FFT 计算 速度 要 快 得 多 。 
3. 用 FET 计算 多 项 式 2 入 于 2 的 乘积 ,并 与 宇 的 


Taylor 级 数 的 相应 项 比较 。 
解 ” 源 程序 为 


functi on [z, naxerror] =ex1603( 切 ; 


%z: 乘积 ，mnaxerTror : 最 大 误差 ，m: 阶 数 


] erF4>mnt2; 
a=zeros(len 1]) ; 9% 破 乘 式 系数 
aL 2) =]; 


for 1=4: 2: 2xmnt2 
a(i) 一 lx*a(i-2)/(i-2)/(i-DlD; 
end 


b=zeros(l en ]) ; 9% 筷 式 系数 
P( 了] 
for 1=3: 2: 2xmt1l 
风 刘 二 0 
end 


c=zeros(len 1]) ; % 筷 积 系数 


for 1=4: 2:]en 
多 全 和 2 
end 


xfft(a len ;9%fourier 变换 
y=-fft(b, len ; "ourier 变换 
Z1=X. ”*Vy; 
Z=ifft(zl); 9%ourier 逆 变 换 
DaXerTror=0; 
for 1=1:]1en 
e=abs(Z(i)-Cc(i) ) 
if e>naxerTror 
naXerTOr=e; 
end 


end 


计算 结果 误 产 分 析 : 


Im 误差 

1 0. 05 

2 0. 001587 

3 2. /520e- 005 

4 3. 0060e- 007 

5 2. 248e- 009 
1. 224e- 011 


0 
随 着 m 的 增加 ， 误 差 迅速 减少 。 


